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CAPITOLUL 1. 
NUMERE 


1. EXERCIŢII ŞI PROBLEME RECAPITULATIVE 


1) Reamintiţi-vă proprietăţile operaţiilor cu numere. Efectuaţi : 
în) (214 + 437)- 12— 45; b) 2l4 + 437-012 — 45); c) 428-411 — (312 -41 + 
16» 41); d) 83 + 815 + 815: 22 — 95-15 


2) Descompuneţi în factori primi numerele naturale : 
a) 2904: b) 1539; c) 2156: 4) 2475, 


3) Un muncitor care lucrează la o maşină ciştigă 12 lei într-o oră pentru 
executarea în acest timp a 60 de piese. Fiecare piesă are prețul de cost de 1,25 lei. 
Cure este procentajul manoperei în prețul de cost al piesei ? 


4) Pentru a obține un aliaj se topese împreună 92 kg de cupru şi 5 kg de alu- 
miniu. După îndepărtarea zgurei, se obține un lingou cu masa de 90 kg. Cit costă 
kilogramul de aliaj, ştiind că aluminiul costă 28,20 lei/kg. cuprul costă 50,75 
lei/kg, iar chehuielile de topire (energie, manoperă) se ridică la 320 lei? 


S) Efectua 
a) (CF2) CEI) CEA) CES) 2-3) ae 
CPA) o CES: d) (2) e EI) e 4) e CES): e (2) o 4) 


6) Scrieţi în formă zecimală numerele : 
ee A Peg 3 o (3 5 15 


a) a :b) 30:09 33 


15 12) 5-5 


7) Etectuaţi, scriind rezultatul în formă:zecimală : 


sa-ti 


B) (1.2) (2.0 (3. (45) 


2. RIDICAREA LA PUTERE 
Ne-am obişnuit să notăm S în loc de 5-5: (- a) în loc de (ia) 


Ei E 
| ==)-(); 0.2 în loc de 02:02-0.2-02. În general, dacă a este un 


numâr real, notăm cu a” numărul: 


n factori 


„ În această notație, e este baza puterii, lar n 


şi citim „a ridicat la puterea a n- 


esre exponentul puterii, 
Notaţia de mai sus este adecvată pentru orice număr natural n > 2. Pentru 


n 1 vom considera că a! = a. De asemenea, vom admite că a = |, pentru orice 
număr real a 0. 


EXERCIŢII 


19 Completaţi tabelul de mai jos, cu puterile a” 


LIRE ec Wei [a 


25 Catena : 


m 2 ) 2% 


: 1 
ocntanzie (1) 
"cu m 40, 1. 2. 3.4. 5]. comparaţi cu puterea 2"; ce observați ? 


1) Caleulaţi suma puterilor 
te 
9) Caleulaţi suma putenitar ( 53) cu m E 40, 1.2.3. 44: comparaţi eu 2 


b) Calculaţi suma puterilor ( za nE pp. 1, 2. 3.4 54; comparați cu 2. Ce observați? 


„Să scriem puterile ce au ca bază pe 10. Avem 10 = 1, 10! = 10, apoi 
IE = 10 10= 100, 10 = 10-10-10 = 1000, 10' = 10000. Să observăm câ 


exponentul unei puteri de acest fel ne arată numărul de cifre 0 ce apar după 


cifra |, în scrierea zecimală a puterii. 
Preferăm să folosim notația 10” în loc de 1 000 000 000 (un miliard !), deoa- 


rece este mai „economică”. 


4 


Ridicarea la putere poate fi gindită ca o operaţie: finit dare un număr real a şi un număr na- 
vural n (cel puţin nnul dintre ele + 0), din ete obţinem un nou număr real, notat o. Mai non se fo 
loseşte și notația a**n. tocmai pentru a scoate în evidentă semnul de operatie „**, 


Ridicarea la putere este o operaţie de ordinul al III lea ; ca se execută deci 
„înainte de efectuarea inmulțirilor şi impărţirilor (care sînt operaţii de ordinul 
al Il-lea). Aşadar, vom serie : 7: 10" = 7 000 000: 2.1 + 10% — 21 000 cete 

“d: 


EXERCIŢII 


"AC IPIY. 


1) toral)  Ordonaţi erexci 


e mere: (2: (2) (2)! 


i 29 (oral) Ştim că a! = —0,7 și că a CR. Cunonsteţi sem 
3) Reprezentaţi pe a axă puterile d” cu a = 1.23i n 
măsură de Sem.) 
(4) Reprezentaţi pe o axă puterile ui” cu DA sim 10 1. 7. 04| Pere adevărată proporitia 
„dacă n > m, atunci a” > a”? ? (indicație : Imaţi unitatea de mătură de 10 cr.) 
AB) Reprezentaţi pe o axă puterile d cu g = — 09şin E 10,1, 2.2, 4ţ Ce ohmervnti ? 
6) Caleulaţi : 


mia? 
10, 1. 2, 44. findienţie 


Pacea DI 
3) Care număr este mai mare 
274 mm 7 D974 soi 7 Pee si 


ti sau? 


. 3. PROPRIETĂȚILE RIDICĂRII LA PUTERE 


“Să luăm ca bază numărul —2 şi să-i calculăm puterile. Avem: (27 > +1: 
(2 = 23 (—2p = 443 (2) = 8: 2 > rile şi asa mai departe. 
Observăm că semnele alternează: pentru exponenţii pan semnul este |. sar pen- 
tru exponenţii impari semnul este —. 


Dacă a > 0. atunci a” este pozitiv pentru orice n. 
- Penuu v = 0, avem: VW” = 0, pentru orice n 2 |. Scrierea 0" nus este acceptati ca veriere a vrebiri 
număr real. 


E) 


EXERCIŢII 
1) (Oral) Stabiliți semnul puterii : 
BSP: ( i 


2) Pentru ce n E N avera (2 < 0 7 Dart—2p* >00 
ca privim cu atenţie rindul ce urmează - 
2= 2. 2*2)-(2:2-2-2)=2:2+:3 
Sai putem scrie că 2" - 21 = 2 = i, 
* În general, fie a un număr real 7 0, iar m şi n numere naturale. Atunci : 


m-a. 
i 
deoarece : 
ad =ţa:e: sii a)idar ae n a) aia-a a: - 
——— 
m actori n factori m + n factori 


Dacă a = 0, atunci 0» 0" = 0" pentru mn > i 
4 
Regula 1 


Produsul a două pieri avind acecași bazd este o putere cu aceeaşi baza, 
care exponentul este suma exponenţitor factorilar. 


FXERCIȚIU 


Sorieţi ea putere 


3 (ao (3) (aici (o): 
3) (ele) 


EXERCIŢIU REZOLVAT 


Să calculăm puterea (—0.3P. 
Rezolvare.  Scriem (—0.3) = (-03P- (03): apoi (—03= 


= (C03Y şi (03) = (0.3): (03) = 0409. Deci (0,3) = 0.09 - 0.09 = 0.0081 
apoi (0.3) = 0.0081 » 0.0051 = 00000656. 


Să observăm za am efectuat trei înmulţiri ! Dacă am fi calculat respectind for- | 
mula : (—03 = 20.3)" (03)ar fi trebuit să electuăm șapte înmulţiri. 


8 factori 


EXERCIŢII - 


1) Calculaţi - 
. . 
mio eatoarsa | zi pa) (- 2) in (3 2). erecuana e mai 
__ puţine calcule. 


[zl Pareri catcuta v etectuina patru inmulţiri ? Cum ? 


“Fie numărul (5: Putem serie : 
(Sp = 5-s5i-5! = (5-5)-15-5):(5-5)= 5-5-5-5-5-s5=st=s, 
în general, fie a un număr real 7 0, iar m şi n numere naturale. Atunci : 


ta = a”, 
deoarece : 
(a) = a”) - (ae da )> 
n factori 
-da- ai: 0) gi aaa. 
m tactori m = n factori 


n grupe de cite mn factori 
Dacă a = 0. atunci (07) = 0” pentru orice m. n > 1 


„Regula a I-a 


xi O putere a unui număr real se ridică la putere păstrind baza, iar exponentul se 
obține efectuind produsul exponenţilor. 


EXERCIŢIUL 


(1) Serieţi ca putere : 
. La 3 ya 4 
a) ip) [sŢ: E [| 2) ] ET) ((3) ] ) d 33: D004 a) arte 
cap 
2) Calculaţi : 
aUIDP i: UP d NOI: d) OP 0 160,25) 
3) Care dintre numerele (—1,3 şi (+ 1.4) este mai mare ? 


Fie numârul (4 - 5). Putem scrie : 
(4 5) (40 5) 4-5) a 5) ea) (5-55). re 
În general, fie a şi b două numere reale (diferite de 0), iar n un număr natu- 


ral. Atunci : 
- (apare pr 


dronrece 
(a- BP =da: boda- bi ta E daca: 


n factori n factori n factori 


a he bob 


Regula a II-a 
Pentru a ridica la putere produsul a două numere, ridicăm fiecare dintre fac- 
tori la acea putere, apoi inmulțim rezultatele obținute. 
Aplicind de două ori formula de mai sus, obținem : 
(a boc [ae be ee ta pe te pe = 
Dn fel pentru un produs de mai mulţi factori, 


(hverwaţie, În calcule formula (ui + PY" > a” = A? este folosită de obicei amitel 


e pda pt 


în 1oc de n efectun două ridicări la putere și o inmultire, efectuim donr n 
tere : acest mod de calcul este avantajos In special în hier 


re si 0 ridicare In pui 
«u cateulatoarele electronice. 


FXFERCIŢII SI PRORLEME 


a) a-l 5)! nova 


2) Scrieţi ca putere, cu exponentul cit mai mare 
n) 9 P-ta Lă 


D Caleulaţi + 


n) (+ 3 îb)20- 31 sc0—2P 


iati Catelați : - 
ee (iime-(i)om-[1)P- ce omenie ze semare a ee[irai 


price n EN? Dovediti ! 


(4) n) tonică a depus la CFC, in ziua de ID dtecemini 
puse, CEC-ul acordă o dobintă de S% amuni: 


poneru 


197%. suma de 1 000 lei. Pentru sumele de- 
D decembrie 1979, tonică avea la CIC 


s 
suma de 1 000 + j0g* 1000 = 1050 Iei. La 30 decembrie 1940, fonică avea In CEC 10S0+ 


1050 1 102,50 lei, Puteţi spune ce sumă avea la CEC Tonică, în 10 stecemhrie 1OK2, 


4 ani de la data depunerii ? (Presupunem că mu n retras ani, nici nu n depus alți bani.) 
b) Caleulaţi 1 000 = 11.05%. Ce mhservaţi 7 
S) Un brad în virstă de S ant are irălumea de 100 cm. În fiec: 
207, Ce intime va avea bradul la Vesta «te 10 an 
(6) Calculaţi : 


an bradul creste în înăițime cu 
(Wsprimaţi în centimetri.) 


ia (+ + 7): Seriei meci 


val rezultatele obținute. 


e Doi”. 


Nu 


[3]. Cateutaa ci mai economie : 
E ial vw (3) ( z)io (-2):6) zi. 


Un cub are hungiasa miuchiei cală cu a em, iar altul are hungimea muchie de dovă ur; 


mure. Comparuţi volumele celos două cuburi. Al treilea cub are lungimea muchiei cală cu da ni. 
adevarat că are volumul de tisa ori mai mare decit volumul celui deul doilea cub? 


Do] un cub sun piumb. cu unganica mucniei de 1 dm, cântărește 11,3 kg. Căi cimăregie un 
b din plumb cc are lungimea muchie de 2 dus ? Aşi putea să-l udicaţi cu braţele ? 


[5] Comparaţi imune ete numerele : 
02 pi PE 3 by 10! să 100, 


4. PUTERI CU EXPONENT (ÎNTREG) NEGATIV 


i 1 
Orice numar reul a 7 0 are un invers; acesta este numărul, notat e Sare 


proprietatea că : 


. i 
a 


De exemplu, deourece 2-05 1, inversul lui 2 este 0,5 ; senem = 0.5. Inver- 


sul Iul Osă este 245, deoarece VU + 2451; scriem gl = 2,5. Inversul lui 1 este Î- 


Observaţie. Aveti Mu E ete a. ei (0) ' 


Să ne reamintim faptul că Impărțirea numerelor reale se defineşte cu ajuto= 


ş rul înmulţiri : 
] 
a: boa (ducă pro). 

i L.ă 
„De aceea, 

= fe SEL 
3 ta: py (a = 
E x 
i: Aşadar, (a: pr m 


= Observaţie. Pentru sah ue 


45 


e (2) Uiectui m aste un numi, ral mic de sperii 


p otos Formula: a 2 8 > ta BI, care se mi serie si ma 


x Mă 4 9 


nete (jan (z)-o(e 2), irma) (e) iai 


EXERCIŢIU REZOLVAT 


Să calculăm 18” : 27%. 

Am putea efectua cele două ridicări la putere, apoi împărțirea. Vom pro- 
ceda însă în alt mod, pentru a economisi calcule. Vom descompune mai întii, cu 
regula 1: 18 = 18 18%. Astfel: 


LE-A 8 x NR La CATE 
Za = ap > 18-37) = -(3)'= 


EXERCIȚIU 


Ea fre n iozeicm:a (ae (oa), 
[Ca oez) i 


Pentru a nota inversul lui a se folosește şi scrierea a! sub formă de putere 
cu exponent — 1, Asadar. 


În general, vom folosi notația a ” în loc de 


at 
rs 


a Lilea IL til 
De exemplu, (4) = = (a) 


() 


Observaţie. Scrierea 0” pentru n E N mu este acceptată ca sefiere a vreunui numâr real. 


EXERCIŢII 


19 tara Caleutaţi 
ni 


ki a) 2" că? d) 5; 02%: DUS. 
H 2 Cal 
. A N : cau ad 3 sy! 
DIE N Tae Iu (3) ; »() : 
i) ( = 2 i e 2) 20.25% 490% 0” 
3) Scrieţi ca putere, cu exponentul negativ 
4 Li 4 i Li 
TA ide a 7 Aa 
< = [TD P d 10 000 zu » se 
seriei ca putere, cu bazele indicate 
332 10. 8.0, ar, d, A, e doeccu tara 2; 
2 + Li iLă 32 
1 q, 1 Li 
o) i Ta a: e te n 29. 125, 629 cu haz Si 
Ul Ul Li Li 
) 10000". 1000 100 5 1,10, 100, 1000, 10000 cu buza 10. 
Arătaţi că 
Ard. 4; Îi = a 2Y 
E) (=) 24»(2) oo (3 ): a is (=) 
Folosirea exponenţilor negativi nu intră în contradicţie cu regulile de lucru 
cu puteri, învăţate mai inainte, 
De exemplu, 
(—2)% + (—2) = 
iar 
(291 = (2) = —2: deci 4-2) = (—2) == (2) 
În general, 
a =u 
pentru orice număr real d 7 0 și orice numere întregi m și n. 
EXERCIȚIU 
= 37 020" (2): d) 25 + Ss, 
E are Me daca Un VĂZ pt ee -S le 
i Să luăm de exemplu numărul (2); obținem: (2) (3) (ez) Ga: 
vă . Li ! a 
Pe de altă parte, 2! = 2% =s > dq - Observăm că (2) = tz, 
) n 


za 


Al exemplu. Dacă cakulăm (0,5 *) *, obţinem : 


(0.52)2= (3) =( în = 1, = 0.0625. Pe de altă parte, 


(0,5) 22 = (0,5) = 00625. Observăm că avem : (0,537 = (0,5, 
În general, 
td = a”, 
pentru orice număr real a 0 şi orice numere întregi m şi n. 
EXERCIŢII . 


1 Calculaţi 
a (0-2) 7: BILA ed = 0250 37: dtdal = [da ”Ţ. 
Printre numerele : 

Di tr Pier 
tinute ? (Presupunem 7 0) 


3 Scrieţi sub formă de putere : 3 
IC a) 0) 0) Poenari 
ELA (i 
Fie, de exemplu, produsul (3)? » 5*. Sa-l calculăm: 


seat notă 


sd tai hd ta, câte snt dis- 


(3-52 = Pe de altă parte, [(-3)-s57'= 
=5t= - . Observăm că (—3)? + 52 = [(—3)-5] 2. 
În general, 


able: 


pentru orice numere reule a. / (diferite de 0) şi orice număr întreg n. 
De asemenea, în uceleaşi cond 


EXERCIŢIU REZOLVAT 


Să caleulăm numărul 25 - 5”, - 
Ar webui să calculim mai ÎIntii puterea 25' = 390 625, apoi puterea 


LU E 2 
13633 Și în final să efectuăm înmulţirea : j 


25 - S* = 390 625- — = 390 625: 15625= 25, 


EEE! Lt 
15 625 
Dar. observăm că 25 = S*; putetn serie astfel : 

25% 5% (Sf est a st = sI = 25. 


EXERCIŢII 
1) Caleulaţi 
al : B) 30 = (—9f: 0 (—0.5) = 4: 090.7 - 10%: e) 0-2)": 627%. 
2) Scrieţi sub formă de putere 
3)Z132%:b)2'-2*-21-2":c)p0—2y"Ţ7-t—2)7, 


5. APLICAŢII 


Folosirea exponenţilor negativi ne permite să renunțăm la a serie linii dle 
fracţie. Mai precis. deoarece 


Ir paul 
ie cb 
putem înlocui scrierea = prin ap" 
ln sina, 25 30.3 LO: n 7 =10005 Sa 7 = 102: o = 
RR RES 100 = NETIDOO > 
2: 1000'= 2-10? 
EXERCIȚIU 
Serieţi I&ră hose se racţie (și ră virgulă ) = 
, i bi a 1 
Li so a oa “1 1oovo * Ș dir zu % 


Am învăţat în clasa a V-a că, de exemplu, 524,367 inseamnă 


iei Ai 7 
10 + 2 10+ 4+ = m + A 

u 10, Eero E ua 

unitară (urmăriţi exponenţii) : 


431014 6 100+ 7-10. 


Eliminind liniile de trace, notația dev 
S- 1072-10 +4-10 


În fizică, astronomie şi chimie se lucrează cu numere mai „imari” Sau mai 
„mici“ decit cele cu care sintem obişnuiţi 

De exemplu, viteza. luminii este de aproximativ 300 000 000 m/s: mas 
Pămintului este de aproximativ 5 974 000 000 000 000 000 000 t; masa unui 
atom de hidrogen este de aproximativ 0.00090000000000000000000167 i. 

Este destul de greoi să lucrăm cu numere de acest fel. De accea, în practică 
se utilizează mult sericrea standard a numerelor reale. 

Sa dăm citeva exempie. Numărul 20 poate fi seris-2- 10, sau 02 1 
această ultimă scriere este scrierea sramtard a 


LEI 


Numărul 6 poate fi scris standard astfel: 06 10!. Numărul 0,15 este seris 
standard astfel : 0,15 - 10”. Numărul 0015 este scris standard astfel: 0,15» 10. 
În general, un număr real pozitiv a este scris standard în forma 


m 10 


unde 0,1 = m= 1, iar e este un număr întreg. Numărul m este numit mantisa lui 
a. Astfel, mantisa lui 20 este 0,2, mantisa lui 0,15 este 0,15; mantisa lui 0,015 este 
şi ea 0,15. 


Să scriem în formă standard : 

— viteza luminii : 0.3 - 10% m/s; 

— masa Pămintului : 0,5974 - 1074; 

— masa atomului de hidrogen : 0,167 - 10% g 


4 EXERCIŢII 


1) Care exte mantisa numărului reai 

a) 0447 + 109: b)0.12 = 107; e) 169000; d) 10%, e) 0,0012, 
2) Scrieţi în formă standard numărul 

2) 10 100; b) 650 000; e) 0.002: d) 0,0300: e ) 0,000067. 
3) Scrieţi In formă standard produsul numerelor 
90,1: 10 și0,1- 10% b) 0,6 107 310.9: 107: 6) 0,H% + 10 și 0,7510) 


[a] Cire secunde are un an bisect ? Căti metri parcurge o rază de lumină, într-un an bisect ? 
1n formă standard.) 


Sonrelui este de aproximativ 0.2 + 10 kg, De cite ori este mai mare masa Soarelui de- 
cit masa Pâmintului ? 

6) Distanţa medie de la Pâmint la Soare este de 0,156 - 10" km. CIt timp îi trebuie unei raze de 
lumină să parcurgă această distanţă ? 


735 10! 


6. INTERVALE 


Să reprezentăm muiţimea numerelor reale printr-o axă (vezi figura 1).Fiecă- 
rui numâr real îi corespunde un punct pe axă: -de exemplu, numărului | 


ii corespunde punctul 7, lui 0 îi corespunde O, numărului a îi corespunde 
punctul A, 


o pe 4 . 
e —— - 
o 1 a 

Fie Li 


Fie a şi b numerele reale (cu a = pb). În clasa a VIl-a am învăţat să notăm cu 
[a: P] mulțimea [x | xER, ax şi x]. Această mulțime se numeşte 
interval închis de extremităţi a. p. 


14 


1 


Dacă extremităților a şi b le corespund pe axă punctele 4, respectiv B, 
segmentul AB (vezi figura 2). 


atunci intervalului închis [a : b] îi corespunde mulţimea punctelor situate pe 


Fig. 12 
Intervalele inchise sint mulţimi de numere; deci toate operaţiile ce se pot 


efectua cu mulţimi (reuniunea, intersecţia etc.) se pot efectua şi cu intervale, 


EXERCIŢIU REZOLVAT 
Să scriem într-o formă mai simplă mulțimile : 


[—7: 31010: 8] şi (—7: 31010; 8] 
Reamintim că dacă A şi B sint mulţimi, atunci 


AU B= (x | XE Asaux€ BliarA a 


(x | XE Aşi xE a 
SA reprezentăm intervalele [--7; 3] și [0; 5] prin segmente pe axa numerelor 
(vezi figura 3). Reuniunea lor este formată din elementele ce aparțin cel puţin 
unuia dintre intervale; deci : 


(7: 3040: 8] 


[7:81]. 


Deci: 


Intersecţia lor este formată din elementele ce aparţin ambelor intervale. 
[723] 010; 8] = [0: 3]. 


FXERCIȚII 
gura 2, intervalele 


1) Desenaţi o axă a numerelor (luaţi unitatea de măsură de 2 cm). Reprezentaţi pe ea, ca în fi- 


2]: o: 2]: [= -] și (24; 2.5), 


iliți valoarea de adevăr a propoziții 


poe ro: pps e ţa: dac ps 12) 
n 
A ducă a * he munci aa E tal 


beri îi 


3 Ar 
[25] are adevărata propoziția : odacă [ap] exe un interval Inchis, atunci se 


Tormă mai simplă 
draj e E NEI IE Bi (Uz) 7: 4 fa di : - 
dig: (i 8 fă ză Ce a TENE A a +2) 
zi 


) 
la altu ari n 1; 2-2 


Etectuaţi : 
a) [2 IP: 9) (0: 7I0[4: 0; 0) [ot 2002 1: d (2001: 10 
sa — Hala at Ik Potos al DL 1: 1). pentru a >0, 
7) Precizaţi elementele mulțimilor 
a) ZOR IE NOL AZO[:6) p 
*) Care mulțime X satisface condițiile XC | 1; 4] i XU 11. 2) = 11. 2, 34 ? Soluţia este unică ? 
Dar dacă cereri ca X să fie interval ? 
Care interval [ar P] indeplineste amindouă condiţiile 


Las PU [3 7003: 90 i Las BIO: 7] > 05 707 


Fie a şi b numere reale cu a = Ph. Se obișnuiește să se noteze cu (a:P) 
mulţimea 


IXIxER, a xşix<b), 


„numită înterval deschis de extremităţi ui, b. Deoarece nu este adevărat că aa, 
rezultă că uta; bh: la fel, bf ta: Pi, adică intervalele deschise nu-și conţin ex- ş 
tremitățile. 
că a be autumn 
AB (veri 


ui deschis da 5) 
punea 4). 


eorespunde pe axă mulțimea punctelor 


intericare segmentul 


+ 
, a 
[3 
Tag A, 


EXERCIŢIU REZOLVAT 


Să seriem intr-o formă mai simplă mulțimile : 
(2: 3) U00; 4) şi (—2: 3) 040: 4) 


[PD il i ta 


intersecţia celor două intervale este intervalul deschis (0; 3). 


Fie. 15, 


Sa reprezentăm intervalele (—2: 3) şi (0; 4) prin părţi ale unei axe (vezi 
tigura 5). Numărul 3 aparține intervalului deschis (0: 4); la fel, O aparţine lui (—2: 
3). Observam că reuniunea celor două intervale este intervalul deschis (—2: 4), iar 


EXERCIŢII 


a valoarea de adevăr a proporţiilor 


Leaf 
n) 0 E 40; 33; DOL E (0.020) ela 


ww 


2 iq Let oee 
id ge Sie 
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E _se 
posi : 
3 i Rame: 
00: DUS; 75% (o: zu ju 1: a 10: 3. a 2 DU: 5 
LA Lă LI | d 
» ( jul: i ulei nau: aia (-: “nl 73 =): 0; 2 A 


n(s: sofia: n): (oz: anl: a) 
3 EAI elementele mulțimilor, enumerindu-le : 


a) NO: Sb) Za NA 
[35] Aratati ca daca a. p sim numere reale pozitive 3i = 4. atunei ah E tai bi) 


Să observăm că, intersectind două intervale inchise, obținem un interviil în- 
Intersectind două intervale deschise obținem un interval deschis. 

Ce obținem dacă intersectăm un interval închis cu unul deschis ? Să luăm 
de exemplu intervalul închis [-1: 1] şi intervalul deschis (0; 2), reprezentate în 
figura 6. Observăm că intersecţia lor este formată din toat= numerele reule care 
sint mai mari decit 0 şi mai mici decit |, inclusiv nunorul 31 să nunrătul 0 nu 


<h 


Fie 16.7 


intersecţiei. Această mulţime de numere se noteu 4 (0; |] şi se numeşte 
| semideschis cu extremităţile O şi 1, deschis la stinga și inchis la dreapta. 


(0: 1 (x EERO aşi x SI şi [11000 2) 300; 0]. 


În general, dacă a 2 p. se obișnuieste sk se noteze cu (a: P] mulţimea 

bx ERacxşixSbii 
ea se numeşte interval semideschis cu extremităţile a şi b, deschis la stinga şi 
închis la dreapta. La fel, se notează cu (a: P) mulțimea Jr | x CR, ax 
şi x< pl. 


EXERCIŢII 


1) (oral) Citiţi : 0; 1 (0; 0; Pt 302 1 
2) Stabiliţi valoarea de adevăr a propozițiilor : 


Ul Li 
v : 2 210: 2% 10: 2 ii Ii 
mo po: 2k d) 2510: 25 00160: 2: d) 3 «(5 


, 


(2: DC: 3: m 
Dr PIC La Pl. 
Efectuaţi reuniunile : 


DCIZ 33 9 ta: PIC La: Pl: 4) ta: PIC la: pi ta: bi Cta: Bl 


mezin (i '] y[o: Z): [E ZUp 1: d) o au. 2 ap 


Ei a [i 
) (3: ADU: 425: D ( i n) ol; - ] 


S) Efectuaţi : 
(2: 2a[ 7: Deus asa [A 20) n 


+): 31 (4. jol: 5): cza[3 


Care interval / indeplineşte condiţiile 


ate: 


IO 705705 7037 > 0090 


Intervalele de forma [a: P]. (a: P). la: P) şi (a: P] au extremir 
numesc intervale mărginite. Vom mai folosi și intervale nemă 
vom nota cu [a: +=) mulțimea |x li R a 
IX IxER. ax]. Acestea sint intervale cu extr 
dreapta. 

Dacă extremității a îi corespunde pe o axă punctul 4 (vezi fizu 


ile a și b: ele se 
inite.. Anume, 
+=) mulțimea 
nemârginite lu 


7) atunci 


intervalului nemărginit (a: +ec) îi corespunde semidreapra mare formată 
din punctele situate „la dreapta” lui 4 
Pi A 
a 
Fiu. 17. Fie. 1 
Vom nota cu (—s: a] mulțimea (+ |v R. vSaj şi cu (—=: a) mulțimea 


IMIXNER. x<aj. Acestea sint intervale cu extremitatea a, nemâărginite la 
stinga. 

Intervalului nemărginit (—<: 4) îi corespunde pe axă o semidreaptă (cea 
marcată în figura 8), formată din punctele situate „la stinga” lui 4 


le. Se obiş, 


Observaţie. Simbolurile += și = nu reprezintă mumere 
simbolul + 3 astfel: „plus infinit” 
Se obișnuiește să se noteze cu (- «e: +a) mulțimea numerelor reale 


te Să se citenscă 


EXERCIŢII 


1) Desenaţi o axă, luind unitatea de măsură de | cm. Pe această axă reprezentați 

a) mulțimea numerelor rele x astfel incit x 

b) mulțimea numerelor reale y astfel incit + 

Există numere reale = astfel incit să avem 
pe axă? 


5.1 și 22 —127 Prin ce sim ele reprezentate 
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2) Reprezentaţi pe acecaşi axă intervalele (—e, 3] şi (2; +=). Puteţi preciza intersecţia lor? 


[35] ce puteți spune despre numerele a şi B, dacă intersecţia intervalelor (-«: a] și [b: +) 
este mulțimea vidă ? 


a] Daca a = p, ce puteti spune despre intersecţia intervalelor [a: +=) și [P: +=)? Dar 
despre reuniunea lor ? 
S) Efectuaţi: 


»(om 2jo[i so) soft) a ca ante 


de) (ae: a) De hac et ceia) (han), 
6) Stabiliţi valoarea de adevăr a propoziţiile 


nem net m m m =nera z o(-m -Zje( -u): 


ELI u a 2: 1 

sje(-m-a):ptie(— 218: +2) 
Să ne reamintim că am notat cu | x | pe acela dintre numerele x şi —x care 

este pozitiv. numindu-l valoarea absolută a lui x (sau modulul lui x). Mai precis, 


ABE oare) nenitan( = 


if x dacă x20:; 
—x dacă x<0. 


De &xemplu, |075| = 0475, | —0,75|= 0375, |—1|=1, |1,25| = 1425, 
| —1,25 | = 1,25. Să observăm că mulţimea 


x IxERşil xi SU 


este de fapt intervalul închis [—1: 1]. 


EXERCIŢII 


1) (oral) Există numere reale x astfel incit | x 
proprietatea că | y | = 2,13? 

2) Scrieţi sub formă de interval mulțimile : 

N) II xER şi | x | SA: bila | x ERşi || CI) la ER3i | 05|S 15: 
DIylveRsily-a1=2 

-3) Scrieţi sub formă de interval mulțimile : 

a) II xERsi la CIRB)II sERȘIIA— 1] CON: [al xERşilr—1 1001]: 
MAI xERgşi |x= 11 20.001) 
Reprezentaţi pe o axă aceste intervale. Ce observați ? 

4) Reprezentaţi pe o axă numerele a = 1,2 şi h = 7,6 (luaţi unitatea de măsură de | cm). 

Calculaţi media aritmetică a numerelor a şi b, fie aceasta c; reprezentaţi-a pe axă. 


= —37 De ce ? Care numere reale y au 


a+d ate 


2 Para 


Calculaţi apoi d = * 
axă. Ce observați ? 
[55] Reprezentati pe o axă mulțimea numerelor 2 cu | 2 | > 2 


şi reprezentați numerele d, e. / pe 
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:0). D400: Sşi P= 0-8). 


Notâm A = [-s; 5) B=(2:7.c= 


Efectuaţi : 
MDAUBDCNDOAU DUC AAN DO DEAN DUEDZN EN Die) DE. 


7. APROXIMĂRI ŞI APROXIMAȚII 


Numerele reale ne apar ca rezultat al unor măsurări sau al unor calcule. 

Reamintim că -i măsura” un obiect înseamnă a-l compara cu un alt obiect 
de acelaşi fel. ales ca unitate de măsură. Practic nu există posibilitatea unci 
măsurâri exacte; precizia oricărei măsuri depinde de instrumentul de măsură 
folosit. 


afirma aceasta; s-ar putea întîmpla ca, măsurind 
[ e lungimile cu un instrument de măsură mai precis, să 
obținem că lungimea segmentului AB este < 2,13 cm, iar 
lungimea segmentului BC este > 2.13 cm. 

Să acceptăm totuși ideca că patrulaterul ABCD ar fi 
un pătrat. Lungimea (in cm) unei laturi a acestui pătrat 
este dată de un număr real /. Măsurind cu rigla, am 
Stabilit că acest număr este mai mare decit 2,1 şi mii mic 
Pip 19 decit 22 : 

Xa eee: 


În pracnică îl aproximăm pe 1, de exemplu cu numărul 2,15. Seriem /= 2,15 
şi citim „/ este aproximativ 2,15". Spunem că „lungimea laturii pătratului este 
aproximativ de 2,15 cm“ 

Nu este obligatoriu să-l aproximăm pe / prin 2,15: îl putem aproxima prin 
multe alte numere, ca de exemplu 2,13; 2.1: 22 sau chiar 2. 

Aproximindu-l pe / printr-un număr a. facem o eroare* 

Să ne ocupăm acum de aria pătratului. Ce putem spune despre această arie 
(măsurată în cm") ? Formula A = / ne arată că avem E 


2.4: <A4<2; 
adică 44 Aaa. 


Putem aproxima de exemplu numărul A prin 4,5; scriem 
A =43. 


acceptind astfel că aria pătratului este aproximativ 4,5 cm:. Putem scrie și că A 
= 48, acceptind astfel că aria pătratului este aproximativ de 48 cm-. 

* Cuvintul „eroare” are în matematică înţelesul de „greșeală involuntară. inevitabilă”. De ubi- 
cel. prin -eroare a unei aproximări” înțelegem valoarea absolută a dilerenței dintre uprovimare si 
numărul pe care-l aproximează. În practică alegerea unei aproximaţii se tace: în așa Iei tit Precizia 
i să ne Aatistacă. 


2 


h 3 


De regulă, în practică aproximăm măsurile obiectelor (care sint date de nu- 
mere reale) prin numere raţionale scrise zecimal, avind de obicei doar citeva zeci- 
male. 


2) Ştim că. pentru orice cerc, raportul dintre lungimile circumferinței şi diame- 


trului său (măsurate cu aceeasi unitate de măsură) este numărul real 7 care se 
scrie zecimal cu o infinitate de cilre : 


3,141592653589793238... . 


În tehnică, în fizică, în astronomie se lucrează nu cu acest număr, ci cu apro- 
ximări ale sale, ca de exemplu : 


3,14 ; 3.141 ; 3,1415 sau 3141593, 


după necesităţi. 
Să observăm că inlocuind (aproximind) pe n cu 3,14 facem o eroare mai 
mică decit 0,01, deoarece 


| 3.14 — | = 000159... 001. 
Aproximind pe 7 cu 3,1415, facem o eroare mai mică decit 0.0001 : aproximaţia 
3.1415 este mai precisă decit 3,14. 
A) Cium pe eucheta unei sticle de oțet 
Conţinut 1 000 + 20 mi 
Aceasta înseamnă că, dacă sticla conţine x mi de oţet, atunci 
1000 — 205 x = 1000 + 20; 


Numărul x este aproximat de 1 000, cu o eroare ce nu depâşeşte 20. 
Pe eticheta unui borcan de muştar citim : 


Conţine 445 -t 13 
Pe un rezistor electric, ce se foloseşte în construcția aparatelor de radio, este 
imprimat : 
20 k00 4 Se 


Dacă rezistorul a fost fabricat de R kiloohmi, atunci 
20—-1<RS2A+I. 


deoarece 5; din 20 kiloohmi este 1 kiloohm. Valoarea rezistenței este aproxi- 
mată de 2U kiloohmi, cu eroare de cel mult 1 kiloohm. 
Cele de mai sus ne justifică următoarea definitie : 


Vom spune că numărul a aproximează numărul x cu o eroare de cel mult e. 


—eSxSate 


Aceasta înseamnă de fapt că x E [a -ratel saucă la—x| Se 


Astfel, 3,14 aproximează pe cu eroare de cel mult DOI; 3.1415 uproxi- 
mează pe 7 cu eroare de cel mult 0000], iur 18 aproximează pe 1.807 cu 
eroare de cel mult 0.01, căci 


& |IB — 1807 | 


Numărul e este pozitiv. De obicei, e este mic” (comparativ cu numărul a) 


zecime ; dacă e = 10 
mult o sutime etc. 


EXERCIŢII REZOLVATE 
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1) Care dintre numerele 2,14 şi 2,15 aproximează pe , cu eroare de cel 


mult 001? 
Luind a = 2,14, e =001 şi x= 3 > 2.142... constatăm că este adevărat 


s 
că 2,14 —-001 = Dea + 001. De asemenea, este adevărat că 2,15 — 001= 
5 


15 
7 


= Ț= 2.15 + 001. Aşadar amindouă numerele 2,14 și 2,15 aproximează pe 
cu eroare de cel mult 001. 

2) Pentru numărul 7, care aprox 
3,14 sau 3,144 ? 

Să comparăm între ele numerele | îl „| şi 13.15 m |. Avem: 
[314 — m | = m — 3,14 = 000159 dar | 315 | 315 m > 0US4 Ei 
astfel 3,14 aproximează mai precis pe 7 decit 3,15 

De asemenea, deoarece | 3,144 — x | = 3,144 — m = 00024 este mai 
mare decit | 3,14 — m |, numărul 3.14 aproximează mai precis pe rr și decit 3,144, 


e este mai bună 3.14 sau 3,15? 


XERCIȚII 


1) Scrieţi zecimal numărul = ; apronimaţi-l apoi prin ahe trei numere, cu eroare «le cel mult 
« miime. 
-; s 
2) Numârul 7] este aproximat prin 0,45 pi 0.46. Care dintre aceste aproximaţii o 
considerați mai precisă ? Dar dintre aprovimaţiile 0.454 si 0.4357 
3) Putem spune că numărul 1,9 aproximenză pe 1.8971 cu eroare de cel mult : a) 0.1: B)O.0I: c) 
0.005: 4) 0.001 7 
_4) Aflaţi numărul x. stiind că : 


3 
a) la—x]=02 şi a 53 bx al 0 i a cd lao xl 00 şi ae 


Ei 


$) Ştim că numerele 3,14 şi 3,15 aproximcază un număr « cu eroare de cel mult DIDI, Puteţi 
scrie un alt număr care aproximează pe x cu eroare de cel mult DA 7 
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6) Ştim câ « 
de cel mul 0,01 
1*)] Dacă v [3.226 3.245), arătaţi că cel puţin una dintre extremităţile intervalului îl 
nproximeaxă pe x cu eroare de cel mult 0,01. 
[35] Pe eticheta unei sticluțe cu cerneală este seris : 30 «+ 3 mi. Ce put 
ie cer Huţă ? "9 
9) | Aproximaţi numărul Ta Printr-un număr raţional scris ca fracţie cu numitorul 100. Ce 


: 1.732]. Arătaţi că extremităţile intervalului aproximează pe x cu eroare 


„pune despre canti- 


tatea de cerneală din sti 


puteţi spune despre eroarea aproximări ? 


8. ECUAŢII ŞI SISTEME DE ECUAŢII 


Sa ne amintim că o ecuaţie este o propoziţie cu variabilă (propoziţiile cu va- 
riabilă se mai numesc predicate). în care apare, o singură dată, semnul „=*. 

De exemplu, să considerăm propoziţiile cu variabilă (predicatele) : 

ID Elevul cu numele x este în clasa a VIll-a A, x E |lonescu, Popescu, 
Constantinescuj ; 

2) 2x—5=2.x€40,1.2.3] 

3) Litera x este în alfabetul latin, x E a, b. m. p.xl: 

D204 y=7xyEN: 


Prima, a treia şi a şasea nu sint ecuaţii. A doua şi a cincea sint ecuaţii cu o 
necunoscută, iar a patra este o ecuaţie cu două necunoscute. 

Mulțimea în care ia valori necunoscuta se precizează în dreptul ecuaţiei ; în 
cazul în care nu este scrisă, vom considera că este mulțimea numerelor reale. 

O ecuaţie cu o necunoscută are forma generală : 


Stai = Dx EM: 


necunoscuta x apare efecriv în enunţul ecuaţiei, în membrul sting $ sau în mem- 
brul drept D. 

Necunoscuta poate fi înlocuită, în enunţul ecuaţiei. cu orice element din 
mulţimea M: ca rezultat enunţul poate exprima sau nu un adevăr. Acele 
elemente ale lui M care înlocuite în enunţ, în locul necunoscutei, fac ca enunţul 
să exprime un adevâr, vor fi numite soluţii ale ecuaţiei. Rezolvarea unei ecuaţii 
înseamnă aflarea tuturor soluțiilor sale. 

De exemplu, prin înlocuire directă, constatăm că ecuaţia 


2x — 5=2.x €40,1,2.3) 
nu are nici o soluţie. Însă ecuaţia 
2x—5=2.xER 


are o soluţie (şi numai una), numărul 3,5. 
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EXERCIŢII 


e dl | 
|) Verificaţi dacă : a) 2 este sau nu soluție a ecuaţiei A a di ăi: — 


b) —4 este sau nu soluţie a ecuaţiei (n — 5) + (x + 6): (x 6) 24 3).xER. 
s 
2) Care dintre numerele: —3, —2. Ze 3reste soluţie a ecuaţiei: 


a) 204 3=xrIxER:b)E + ISA xER:c)I— 
xER? 


—B.xER:d2at3o-l 


Ecuația + x + 9= (x + 3. x Rare 
= 26 soluţie ; b) nici o soluție : c) mai mult de două soluţii ; d) două soluţii, Care răspuns este cu- 
rect 
Două ecuaţii sint numite echivalente dacă au aceeaşi mulţime de soluţii. 
În rezolvarea ecuaţiilor se folosesc următoarele două proprietăţi ale ega- 
Mtăţii (valabile pentru numere reale) : 
1. Adunind la (sau scăzind din) ambii membri ai unei ecuaţii 
acelaşi număr real, obținem o altă ecuaţie, echivalentă cu prima 
Conform acestei proprietăţi, putem trece termeni dintr-un membiu 
într-altul, schimbindu-le semnul. 
2. Înmulţind (sau împărțind) ambii membri ai unei ecuaţii cu 
acelaşi număr real, diferit de 0, obținem o altă ecuaţie, echivalentă cu prima. 


De exemplu, să rezolvăm ecuaţia : 3x — | = 9.xCR. 

Adunind la ambii membri numărul 1, obținem ecuaţia 3x=9+1, 
echivalentă cu prima. Împărțim acum ambii membri cu 3: obținem ecua 

1 


x= 10, xER, care este echivalentă cu prima. Această ultimă ecuaţie are 


evident o singură soluție, numărul 2. Deci şi ecuaţia 3x — | = 9.xERaro 


ă d 10 
singură soluţie, numărul —. 
O ecuaţie de forma 
axtb=O0,xER 


în care a 3% O şi b sint numere reale, este numită ecuaţie de gradul | cu o necunos- 
cută. Am învăţat în clasa a VIl-a că orice ecuaţie de gradul I cu o necunoscută 


p 
are o singură soluţie, numărul —-— 
a 


EXERCIŢIU REZOLVAT 


Să rezolvăm ecuaţia ax + 3 = 4x — 24, x E R, în care a este un parametru 
real. 

Trecem în membrul sting toţi termenii în care apare necunoscuta, iar în 
membrul drept ceilalţi termeni ; ecuaţia este înlocuită cu ecuaţia echivalentă : 
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AT aa == da 3.x€ER, 
sau (1 —4h = —2a— 3.x€ER: 


Distingem două cazuri : 
1) a 4. În acest caz impărţim ambii membri ai ecuaţiei cu numărul a — 4 
(care este 7 0) ; obţinem astfel ecuaţia echivalentă 


—2a 
= sea 
ai aa 
; j —2a — 3 N 
care are evident o singură soluție : numărul. —2— 2 
ră 


2) a = 4. În acest caz ecuaţia se scrie : 
0-x=—2-4—3.xER; 


această ecuaţie nu are nici o soluție. 


PROBLEMĂ REZOLVATĂ 


Într-un vas s-a turnat acid sulfuric, mai întii O 1 cu concentraţia de 12% 
apoi 1,2 | cu concentraţia de 20%, Cit acid sulfuric cu concentraţia de 15% mai 
vrebuie turnat, pentru a obţine o concentraţie a amestecului de 16% ? Dar de 
189%? 

Rezolvare. Să notăm cu x cantitatea (în litri) de acid sulfuric cu concentraţia 
de 15% ce trebuie turnată în vas pentru a obţine amestecul dorit. Totalizind aci- 
dul sulfuric pur, din cele pis componente ale amestecului, obţinem pe 


12 Li 
B- 2 Ik x B+ 12+ 
de o parte 08- gt, 2 * * Tag litri. iar pe de altă parte (08 + 
E ari og litri. Rezolvind ecuaţia : 
08» Ra: i ga e A =108 + 12 + x): EA 


100 * 100 100 


iri nea soluţia x = 1,6. Deci, pentru a obţine un amestec cu concentraţia de 
“p._va trebui să mai tumăm în vas 1,6 | acid sulfuric cu concentraţia de 15%, 
În acelaşi mod, să încercăm să răspundem la a doua întrebare. De data 
aceasta sintem conduşi la ecuaţia 
12 


15 AL 
rată 2-2 Sare Bi at 
02 - sot 12 +x (08 + 12+ x) 


care are soluția —0$. Această soluţie fiind negativă, putem spune că nu este 
posibil să mai obţinem (în condiţiile date) amestec cu concentraţia de 18%. 
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EXERCIŢII 


A) Rezolvaţi ecuaţiile de gradul 1 - 
A IISx + 331 =0 


2 ! 3 
rapel oi 31550.02 r2=> 
n) Dap >0: 0253-1350: 0) za 


Scrieţi soluţiile sub formă zecimală. 


s 
2) Stim că 6 este soluție a ecuaţiei 3 x + m = $. x E R. Aflaţi numărul m. Ecuația mai are și 


e soluţii ? 


s 
3) Este adevărat că ecuaţia 2 + 3 x = Aa, x E R, are soluția 0 ? Rezolvaţi-a ! 
4) Rezolvaţi. ecuația : Pt 301 = 4.03 
S) Rezolvaţi ecuaţiile : 
[i i 1 | iau 28 
Sx —z (Uix - s bt — Dor (ax + pe x 


SE iaz uda 2: SAE 2 3) = 20) + 0 Su 
cu = 30 — 5942000 i Ti Ia t-(4 — da = (Sa = SP lu 12 e 25) 


= a = ram: CE te + Dor neta + Sua 12: 


Li aMail 1 = 2x_5. = 3x Ei 
AL A BI A poa 23 335 e 0.x€ 
Dal Sa „em za) Del; le (3 3 
și Boli canina pa eta EA ai ta si m sint parametri reali) 
Dai-umita băi titi 


on ie tasau aliate e i pe hi 


7) Pentru ce valori ale parametrului a, ecuaţia 
—2a = In + 2atax — 2) = (Sa = In 


nu are o singură soluţie ? 


Să luăm de exemplu ecuaţia : 
2x+y=4,xyER. 


Ea este o ecuaţie de gradul 1 cu două necunoscute. Înlocuind necunoscuta 


! 
x cu 3, iar necunoscuta y cu 3, obținem 


propoziţia adevărată : 2- - + 3=4, 
Putem spune astfel că perechea (2 3) 


este soluţie a ecuaţiei. Putem constata, prin 
înlocuire directă, că şi perechile (0; 4), (1; 
2), (2; 0), (3; —2) sint soluţii ale ecuaţiei. 
Orice soluţie a ecuaţiei are forma (4; 4 — 27), 
unde r este un număr real. 


Orice pereche de numere reale (a; B) poate fi identificată cu un punct din 
plan, ce are ubscisa a şi ordonata P (vezi figura 10). În clasa a VIl-a am arătat că 
mulţimea soluţiilor ecuaţiei poate fi identificată cu o dreaptă din planul 
x O y (vea figura 11) 

O ecuaţie de gradul 1 cu două necunoscute x şi y are forma 


i mi byte =0xyER 
unde a 0 sau he 0, Soluţiile acestei ecuaţii sint perechi de numere reale. 


Fig. 1.12 


Aceste perechi se identifică cu punetele unei drepte din planul xOy. Ducă 
a 70şi 40, această dreaptă este determinată de punctele 


A (o: îsi "| rd o) (fig. 12). 


Ce se intimplă dacă a = D sau dacă p = 0? 


EXERCIŢII 


„dreapta soluțiilor ecuaţiei : 


—2x + 5y = 12. 


1) Reprezentaţi, intr-un sistem de cos 


a) nt 296 0:b)sa x 80: [E] a -2y-3 
ctaţi ante de enordonate. dreptele 

yo abia yo Dic)da — dy = 12 0) 2x + y = 0. Ce observați ? 

Reprezentaţi în acelui sistem de coordonate drepiele de ecuaţii du + 2y — 5 = 0 şi 

ex + 39779 0. Puteţi davesti că ele sint paralele ? 


2) Reprezentaţi i 


2 


Un sistem de ecuaţii este format din două sâw mai nai ecuaţii, cu aceleaşi 
necunoscute. De exemplu, 


, 


sint sisteme de două ecuaţii cu două necunoscute. X 
Să luăm sistemul de două ecuaţii cu două necunoscute 
| 2x+y=5 
3y =3, 
Perechea (2; 1) est soluție a acestui sistem, deoarece înlocuind necunoscuta X cu 
2. iar necunoscuta y cu 1, amindouă propozițiile 
2-2+1=s 
şi - 3-1m3 


A yER) 


sint adevărate. Putem identifica perechea (2: 1) cu un punct din plan, anume cu 
punctul $ ce are abscisa 2 şi ordonata | (vezi figura 13), 
n general, soluţiile sistemelor de ecuaţii cu două necunoscute x şi y sint 
perechi de numere reale şi pot fi identificate cu puncte din planul xOy. 
Două sisteme de ecuaţii, ce au aceleaşi soluţii, sint numite echivalente, 
Sistemele de două ecuaţii de gradul 1 cu două necunoscute x şi y au forma : 
= 
axtby+e=0 &. ve 
axtbyte=0 


Am învăţat în clasa a VIl-a mai multe metode de rezolvare a unor astfel de 
sisteme. 
-2y=5 


—4x + 7y=2 


De exemplu. să rezolvăm sistemul (tea 


prin metoda reducerii. 


Înmulțim ambii membri ai primei 
ecuaţii cu 4, iar ambii membri ai celei de-a 
doua cu 3 ; obținem sistemul ; 


| 124 — 8y = 20 
12x + 21ly = 6 


membru cu membru cele 


Pee de unde y = 2. 


Din prima ecuaţie obținem 3x = S + 2y, adică 3x = 5 + 2-2, deci x =3. 
Soluţia sistemului este deci perechea (3; 2). 
x—4y=3 
3x + 2y 
prima ecuaţie obținem x = 3 + 4y; înlocuim în a doua : 


43 + 4y) + 2y= 5. 
Aceasta este o ecuaţie doar în necunoscuta y, pe care o rezolvăm : 
9+ 12y+ 2y=5, 
14y = —4, 


Să rezolvăm sistemul ( prin metoda  substituţiei. Din 


Aşadar x= 3+ 4 (= E Soluţia sistemului este deci 


13 2 
perechea (Ș ; 2) 


EXERCIŢII 
Rezolvaţi prin metoda reducerii sistemele 

3x = 2y>7 x —3y=2 i a-si 
sa du 2] fe ele 7 : Cal 2x + 10y=3 
2) Rezolvaţi prin metoda substituţiei sistemele : 

2 = +2y—a=0 3 + 2y—6=0 
»[ 2432150, »f + 2y ş of n + 2y 

.+y—3=0 + y=0 =a4 yki=0 


A 03100 x+ayra=o je o 
Esi | e ie Let (eee atra: ea EDIIURE Es ate 


24 y+ 


[35] Rezolvaţi sistemele (alegeţi-vă singuri metoda de rezolvare) 


este 
a 
2x+ 4y—3=0 


2 + sy=i 
a 10y=3 


+2 
of = 
3 6y 


Să considerăm sistemul de două ecuaţii de gradul 1, cu două necunoscute : 


0 


rara 
ax+by+e=0 


Ştim că mulţimea soluţiilor primei ecuaţii se identifică cu o dreaptă (d) din 
planul xOy; soluţiile celei de-a doua ecuaţii se identifică cu punctele dreptei 


(di 


ta) 


Fig. 114 Fig. LIS 


(d) (vezi figura 14). Soluţia sistemului se identifică cu punctul P de intersecţie î 
celor două drepte. În acest caz sistemul este compatibil determinat. 

Dar se poate întimpla ca cele două drepte (4) şi (4) să fie paralele, ca în 
figura 15. În acest caz sistemul de ecuaţii nu are nici o soluţie; se spune că 
sistemul este, în acest caz, incompatibil. 

De exemplu, să considerăm sistemul : 


(a zel 


Way 
x+y—2=00%9* 


Dacă reprezentăm într-un sistem de coordonate xOy dreptele soluţiilor celor 
două ecuaţii ce formează sistemul (vezi figura 16), constatăm că ele sint paralele. 
Dacă sistemul ar avea ca soluţie perechea (x : y). atunci am avea xty= 1 și 
x + y = 2, ceea ce este absurd. Sistemul este deci incompatibil. 

Se mai poate intimpla ca dreapta (d) să fie aceeași cu dreapta (4). În acest 
caz sistemul de ecuaţii are mai multe soluţii ; fiecărui punct al dreptei (d) îi cores- 
punde o soluție a sistemului Se spune că sistemul este, în acest caz, compatibil, 
insă nedeterminat. 

Să considerăm sistemul : 


2x— y—1=0.4,yER). 
(je apela d 


Amindouă ecuaţiile ce formează sistemul au aceeaşi dreaptă a soluţiilor, repre- 
zentată în figura 17. Deci sistemul are mai multe soluţii ; mai precis, soluţiile sale 
sint perechile de forma (x; 2x - 

compatibil nedeterminat. 
Observăm că a doua ecuaţie se obţine din prima prin înmulțire cu 2. 


1). unde x E R. Putem spune că sistemul este 


Fi. LI6 Fig 117 


EXERCIŢII 


(O) nezoteayi săstermale de eeunții 


[Ei 
90 + 1 40 F 
a AI E i 
Dx 179 30 10x + 73 = 14,7 
RS: y [3] et 79007, 
MIN 0,13 > NO Ha 10y = Su 
3)) Rezolvaţi sistemele de ecuaţii 
! 
3 stă 4 = 
x 
to : [i j 
2 ca 
ax — 20y + 55=0 a 
.) : d 
ă D E: 19 
ERE Era 
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Pur 


N 3) Rezolvaţi sistemele de ecuaţii a 
al E aa 
2)= FI =3 i 
PRI AC ela Aa LL E aa Edit 
023 4 Iyar 2233930 22 25 


dy fat = rSy— a 
dat 209 a by 


x+ y+ 2z= 6 
Fie sistemul : x + Sy + 7z = 24 Gu yzER). 
— 3y + Ba 


Acesta este un sistem de trei ecuaţii cu trei necunoscute : x, y şi z. Toate cele tei 
ecuaţii sint de gradul 1. 

O soluţie a sa este un triplet de numere reale (x : y; 2), astfel incit dacă înlo- 
cuim necunoscută x cu x, pe y cu w iar pe zcu 2, toate cele trei propoziţii: 
x+yhaz=6,x+5y +77 24şi —3y+ zl, 
sint adevărate. Prin inlocuire directă, constatăm că tripletul (2 ; 3 ; 1) este soluție 

a sistemului. 

Fie (x; y; 2) o soluţie a sistemului. Din faptul că propoziția x tytz-6 
este adevărată, deducem că x = 6 —y —z, Din faptul că propoziţia x+ > 
+ 72 = 24 este adevărată, înlocuind pe x. obţinem (6 —y —2)+ 5y +72 
Mai ştim că propoziţia —3y + Bz = —1 este adevărată ; aşadar perechea (i; 
este o soluţie a sistemului 


(6—3—0)t 59 7a4, 
( —3y + Sz= 1 


Acum x=6 
ingura soluţie a ji ul d 


Rezolvind acest sistem, obţinem y 
Ajungem la concluzia că tripletul (2 ; 3 
trei ecuaţii cu trei necunoscute. 

Să observăm că în rezolvarea sa am folosit metoda substituţiei : din prima 
ecuaţie a sistemului am „scos“ necunoscuta x în funcţie de celelalte apoi am 
înlocuit-o în celelalte ecuaţii ale sistemului (mai precis, doar într-a doua). Am 
obținut astfel un sistem de două ecuaţii, în necunoscutele y şi z. 

Să aplicâm metoda substituţiei și pentru rezolvarea sistemului : 


2x+3y— z=13, 
(3 + 2y — 22 = 13, 


5x —4y —22=11 


1) este 


LE 


Observăm că cel mai comod este să „scoatem” din prima ecuaţie pe z 
2 = 2x + 3y — 13. Să înlocuim în celelalte : 


3x + 2y — 22 + 3y — 13) = 13. 
5x — 4y — 22x + 3y—13)=1. 
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Etectuind calculele, acest sistem de ecuaţii se transformă în : 


—x— ay, 
| x—10y=—15 Pi 
rezolvindu-l, obţinem x=5 şi »=2. Apoi 2 
Deci soluţia sistemului este tripletul ($ 
2x+y+ z=9 
Alt exemplu : sistemul x=—y [pac 
x 2255 


Vom scoate, de exemplu, din a doua ecuaţie y = x 1, şi vom înlocui în prima 
(în a treia nu este nevoie). Obţinem sistemul în x şi z: 


2x+(x—+z=9 
| x+2z=5$ 


Rezolvindu-l, obținem x = 3, z=1; 
sistemul are ca soluţie tripletul 
(3; 29. 


Yripletele (sv; =) por fi identificate cu 
punete ile spatiului, inzestrat cu un sistem de 
<oordonati Oxyz tvezi figura 1%). Mai. precis, 
vripletul (+, wi 2) se identifică cu punctul P' ce 
are abscisa +. ordonata y și cota 2. (În figura 19 
abacisa ui PP este lungimea segmentului OA, 
ordonata lui P este lungimea segmentului OA. 
iar cota lui P este lungimea segmentului OC.) 


1) Rezolvaţi sistemele de ecua 


i (n Ney ao în + de = 47 
EI) y+z= 2: » Ș E) 
+ = 32 = 4 x + z=6 
d x ya .) D423 z=1e 
N 2420230 n 3y-22=5 
[25] Rezolvaţi sistemele de ecuaţii 
23 — Sy + aa = 42 
5) ay 3 LI) E 2 
a 3 
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3. Matematică — Algebră. ela Vill-a, 


Multe probleme ridicate de practică pot fi rezolvate €u ajutorul unui model 
matematic. De obicei, un model matematic asociat unei probleme este format 
din ecuaţii şi inecuaţii, ce reflectă problema concretă. 


Problema 1. Pentru construcţia a două blocuri de locuinţe de acelaşi tip au 
fost pregătite 212 panouri prefabricate. Un tractor cu remorcă transportă, la 
fiecare drum, cite trei panouri la blocul mai apropiat. Pentru transportul spre 
blocul mai depărtat a fost alocat un alt tractor, ce poate transporta în remorcă, 
la fiecare drum, 4 panouri. 

După o săptămină, al doilea tractor a făcut cu 14 drumuri mai puţin decit 
primul şi au mai rămas să fie transportate 30 panouri. 

Ahaţi cite panouri mai trebuie transportate spre blocul mai apropiat şi cite 
drumuri mai are de făcut primul tractor. 

Rezolvare. Să notăm cu x numărul de drumuri efectuate de primul tractor 
(cel care transportă panouri spre blocul mai apropiat), iar cu y numărul de 
drumuri efectuate de cel de-al doilea, în acea săptămină. Din textul problemei 
rezultă că y = x — 14, 

În total primul tractor a transportat 3x panouri, iar al doilea 4y panou 
Răminind de transportat încă 30 panouri, avem 3x + 4y + 30 = 212. Astfel 
x şi y formează soluţia sistemului de ecuaţii 


y=x—14 
| 3x + dy + 30 = 212 


Acest sistem de ecuaţii, impreună cu condiţiile x E N şi y E N, formează mode- 
lul matematic al problemei. Rezolvind sistemul, obținem x = 34 şi y = 20. 

Deci primul tractor a transportat 3: 34 = 102 panouri. Pină la epuizarea 
celor 106 panouri ce trebuie transportate spre blocul mai apropiat, ar mai trebui 
transportate 4 panouri, deci 2(!) transporturi cu primul tractor. Pentru blocul 
mai depărtat mai sint de transportat 26 de panouri, adică 7(!) transporturi cu al 
doilea tractor. Puteţi găsi o organizare mai bună a transporturilor ? 

Problema 2. În port, două conducte ce descârcau țiței dintr-un petrolier de 
21 000 t trebuiau să-l descarce în 12 ore. După $ ore, la conducta principală 
apare o defecţiune ; ea este imediat înlocuită cu conducta de rezervă, care are 
însă un debit de două ori mai mic. În consecinţă, descărcarea durează 15 ore. 
Puteţi afla debitele celor trei conducte ? 

Rezolvare. Fie x debitul (în tone pe oră) al primei conducte, y debitul celei 
de-a doua, iar z debitul conductei de rezervă. Dacă descărcarea ar fi decurs 
normal, atunci în 12 ore conductele 1 şi 2 ar fi descărcat 12(x + y) tone țiței. În 
cele 5 ore de funcţionare normală ele descarcă S(x + ») tone ; apoi, în cele 
15 —'5 = 10 ore rămase, conductele 2 şi de rezervă descarcă 10W + 2) tone. 


în plus, ştim că z=Z: 


Aşadar x, y şi z formează soluţia sistemului de ecuaţii 


12(x + y) = 21 000 
Six + y) + lO(y + z) = 21 000 


Fa 
2 
Acesta este modelul matematic al problemei. Rezolvindu-l, obținem x = | 150, 


y = 600, z = 575. 

Problema 3. Din A pină în C. trecind prin B. sint 1U4 km. Din A pină în B, 
trecind prin C, sînt 128 km, iar din B pină în C, trecînd prin A, sint 96 km. 
Aflaţi distanţele între A şi B, B şi C, A şi C. 

Rezolvare. Să notăm cu x distanţa între A şi B. cu y distanţa între B şi C şi 
cu z distanţa între A şi C, măsurate în km. Astfel, distanţa între A şi C, trecind 
prin B. este de (x + y) km şi aşa mai departe. Numerele x, y şi z formează soluţia 
sistemului de ecuaţii : 


x + y = 104, 
y+z=128, 
x +z= 9% 

Rezolvindu-l, obţinem x = 36, y = 68, 2 = 60 


Problema 4. Tată! lui Ionică a depus la CEC suma de 4 000 lei pe două car- 
nete : unul cu dobindă de 3,5%, celălalt cu dobindă de 5%. După un an a primit 
pentru suma depusă dobinzi in valoare de 185 lei. Cit a depus pe carnetul cu 
dobinda de 5% ? 

Rezolvare. Notăm cu x suma depusă de tatăl lui Ionică pe carnetul cu 
dobindă de 3,5% şi cu y suma depusă pe carnetul cu dobinda de 59%. Textul pro- 
blemei se transpune în condiţiile 


da y = 4 000 


5 
Bă e ap o ya 185 
100 100 
Obţinem y = 3.000. Deci a depus 3.000 lei pe carnetul cu dobinda de 5%. 
Problema $. Studiindu-se în laborator dependenţa rezistenţei unui termis- 
tor de temperatură, au fost obţinute următoarele date : 


temperatura 7 (în “C) 


rezistenţa R (in kD) 


se bănuiește că legătura între temperatura 7 și rezistența R este descrisă de o lege 
de forma : > 


R= 5 


Determinaţi valorile lui a, b şi c. Care va fi rezistenţa termistorului la tem- 
peratura de 60*C ? (Se presupune că formula găsită este corectă.) 
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Rezolvare. Datele obţinute ne arată că a, b, c satisfac relaţiile : 
a 40ta soia 
p-20+e b-40te'  p-hute 
„Coeficienţii” a, b şi c formează astfel soluţia sistemului de ecuaţii : 
-a+20b+ e=2. 
-a + 12b + De = 40. 
-at Sbto.le bi 


Rezolvindu-l, obţinem a = —220. Pb = —20. ce = 200 Formula este deci 


următoarea : R = 


207 + 200 


Folosind această formulă, obţinem pentru temperatura de 60 C valoarea 
rezistenţei egală cu 0,16 k%. 


PROBLEME 


1 Anaţi latu 
52 m, 48 m, 

2) Două triunghiuri Mint asemenea : primul are laturile de lungime 7 em, 10 cm ai 11 cm, iar ul 
doilea are perimetrul de 70 cm. Aflaţi lungimile faturilor celui de-al doilea iriunghi 

1 Un triunghi ABC are laturile de lungime a. b. c. Notind cu M, N. /' punctele de tangenţă ale 
cerului imseris cu laturile triunghiului (A se află pe latura AC. N pe latura AC) 
mentelor BM, MC. AN. NC. BP și PA. Caz articular: a li em. b If cmc 

4) Un container conține 30 de televizoare și 2% aparate de radio și cintărește 729 kp: 
container de același tip conţine doar 10 televizoare și 40 de apa 
vreilea container la fel cu primele două conține 16 televizoare și 62 
Aflaţi masa unui container gol. precum si masa unui televizor. | 
De asemenea, aparatele de radio 

5) Suma A trei numere naturale este 100. Dacă impârțim primul număr fa at doslea obținem 
citul 5 şi restul | : dacă împârțim al doilea număr la al treilea, obţinem din nou citul $ și restul |. Cuns 
sint numerele ? 


le unui triunghi, stiind că adunind cite două laturi se obțime pe fini 45 mi 


e de 


adio, cintărinut 474 ku: un al 
purate de radio, cântărind 601 kg. 
te televizoarele sint de același tip 


Un bazin cu capacitatea de 1 500 | poate fi umplut prin trei conducte prevăzute cu 
robinete. Lâsind deschise doar robinetele primelor două conducte, bazinul se umple în 30 minute, 
Daca deschidem robinetele conductelor | și 3, bazinul se umple in 25 minute, Debitul celei ile-a reia 
conducte este de 3 ori mai mare decit debitul celei de-a doua. Aflaţi debitele celor trei conducte. În cit 
timp s-ar umple bazinul, dacă ar fi lăsat deschis numai un robinet ? 


“10. RĂDĂCINA PĂTRATĂ ŞI CUBICĂ 


în figura 19 am desenat un pătrat cu lungimea laturii de 4 cm- Să-i măsurăm 
diagonala AC cu rigla (gradată în mm). Lungimea d 'a diagonalei este cuprinsă 
între 5,6 şi 5.7 cm. 

Aplicind teorema lui Pitagora triunghiului dreptunghic ABC. obținem 

der, 

adică:  d=32. 

Aşadar d este un număr real, cuprins între 5.6 şi 5,7, al cărui pătrat este 32, 
Acest număr se notează | 32 şi se numește rădăcina pătrată a lui 32. Pulem 
afla scnerea sa zecimală aplicind lui 32 algoritmul de aflare a rădăcinii pătrate, 
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Fig. 1.19 Fig. 1.20 


învățat în clasa a VI-a. Obţinem : 
V32 = 5.656854.... 

În figura 20 am desenat un cub ce are volumul de 10 cm. Dacă i-am 
măsura muchia AB cu rigla, am constata că lungimea / a sa este cuprinsă intre 
2,1 şi 22 (cm). 

Pe de altă parte, ştim că volumul cubului este /' cm!. Deci : 

r=w. 

Asadar / este un număr real, cuprins între 2,1 şi 22 al cărui cub este 10, 
Acest număr se notează P1O și se numește rădăcina cubică a lui 10 (sau 
radicalul de indice 3 din 10). 

Atit numărul V32,cît şi numărul 10, scrise zecimal, au o infinitate de 
cifre în dreapta virgulei, cifre care nu se repetă în mod periodic. De aceea, în 
practică sintem nevoiţi să lucrăm cu aproximaţii ale lor, de forma 5,65 respectiv 
2,15. 

Definiţie. Fiind dat un număr rea! a =0, vom numi rădăcina pătrată a lu 
a şi vom nota Va. numărul reni 2 0 ce are proprietatea că pătratul său este a 
Fiind dat un număr rea! b, vom numi rădăcina cubică a lui P și vom nota cu VB, 
numărul real ce are proprietatea că b este cubul său. 

Observaţie. Nu putem vorbi despre rădăcina pătrată a lui —25, deoarece nu există nici un 


număr real al cârui pătrat să fie —25. De asemenea, cu toate că (—6)' = 36, rădăcina pătrată ă lui 36 
nu este —6, ci 6, 


: deoarece 0.12 = 0.0144, 


3 
Exemple. Deoarece ( 


avem | 0.0144 0.12 
Deoarece 2' = 8, avem [3 = 


> 
De asemenea, ji 


Am învăţat în clasa a VIl-a să lucrăm cu rădăcini pătrate. Vom reaminti 
principalele proprietăţi : 


DV a = a pemrua =0; 
2) Va! = la | pentru orice număr a : 
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e 


3) Va Vp = pentrua 2 0şib=0; 
4) Va :Vb =Va d pentru a 20 şi b >0, 
care se mai scrie şi astfel : 


EXERCIŢII 


1 Calculaţi : 


2) VE Vă; b) VI -VZ : 0) V330 -V30 : d/a - V105. 
2) Este adevărat că VFP = Va +VP. pentru orice a, b? Demonstraţi sau dați un 
contraexemptu, 
3) Scoateţi factori de sub radical : 


0 0 VI o VIE ay va: Va: n Va: CE vaze: DE vaz, 


4) Introduceţi sub radical 


2) 3V03: b)0,SV/3: 0) 1/3: d) SV: 0) 0,5V 2: 0 1.2V10. 


$) Scoateţi factori de sub radical, apoi efectuaţi adunările : 


2) VE + VER + VTR: o) VIB VI + VTRO: e) VT08 — VI + V/8 [ara 
d) VI76 — 775 + V356. 


Efectuaţi împărțirile - 


1) VI3 Vs: bv VB: V2: Va so vă: Ve: 


Extragerea rădăcinii pătrate dintr-un număr a 20 este anevoioasă. De 
aceea se obişnuieşte să se utilizeze tabele. La sfirşitul manualului este prezentat 
tabelul ce conţine rădăcinile pătrate ale numerelor naturale mai mici decit 100. 


Cum calculăm /02 folosind tabelul? Să scriem o2= 20: 


ae Vaza VE, = 421 = = oara 
La fel, V 0.84 ai: = = 09165... 


Extragerea rădăcinii cubice dintr-un număr este şi mai anevoioasă decit 
extragerea rădăcinii pătrate. La stirşitul manualului prezentăm tabelul ce con- 
ţine rădăcinile cubice ale numerelor naturale mai mici decit 100. 


Li 2 
Întilnim uneori în calcule numere de forma zW6- D.W+ A. zi 


! 
V7 + 22 


- Cum operăm cu aceste numere ?__ 


De exemplu : 


2V3 +5SV3 =Q+59)V3 =7V3 (ceea ce înseamnă 7- jâ4); 
V2 - W2 — = 2-2 -1=2-V/; 
WM + 2/2): = V3-V3 +2V2- Vă =3+2/6; 
(V5 + 2V3 Xa V5 +V3 )= V5 -ay5 + 5: Vă +23 -ay5+ 
+ 2V3 - Vă =20+ VI5 +8V15 +6=26+9V15; 


E A. & 
Mi a = IS 1 76: spunem că am raţionalizat 
numitorul ; 

E 3(W2+1 +3 
CA 0 Di Ea e Se AR ei, e EEE CE aces i 


V2=1 Wz—w2+p 71 


La fel ca mai înainte, am raţionalizat numitorul, de data aceasta prin ampli- 


ficare cu V2 + |. 


Să reamintim felul în care putem obține, mai simplu, scrierea zecimală a 
unor numere. 


2 
De exemplu, fie numărul ——. Nu putem obţine uşor scrierea zecimală a 


V5 
sa efectuind împărțirea 2 : 2.23606.... De aceea amplificăm fracţia cu VS, 
2 2-W _2 
ntru a obţine numitorul raţional; obținem: === 
pe W ii 4 E ci TIET V5 


= 0,4 - 2,23606... = 089442... 


A exemplu. Fie numărul scris sub formă de fracţie „Vom ampli- 


fica fracţia cu Vă + |; în acest fel numitorul devine număr raţional: (/3-— 1)- 
Vă + D= W3FP—B2=3—1=2.Deci: 
E img Le 3V3+0D 3 


Bi OAB ZW3+ 1) = 145,732... + 1) = 4098... 
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4 u 


Alt exemplu. Vom amplifica pe TF cu 5 — Vă, pentru a raţio- 


naliza numitorul : 
LE să 4/53) _ 45 =) 


V5+ Vă W5+V3xV5— 3) WSr-u3p 


= AVS — VA )= 1008... 


EXERCIȚIU REZOLVAT 


Arâtaţi că V3+15- V3— 
Într-adevăr, 


Var 5: V3-6= VGF Xa VS) = 


2. 


EXERCIŢII 


1) Efectuaţi Inmulţirile = 
2 fa 
 Vzi6-V30: VaB-Vlăi e) Vp: Vab: d UZ VaNaV2 = 2V3): 


o VIE: VIZE n 65-25-25; m Ve- Vie Veti 
2) Raţionalizaţi numitorul 


3 aa — 4/2 1 
a) A ape aul 0 ET VE a — 
3y2 7 ve V3 — Ve 2+V3 
3-a 2+V3 7 8 2 
aL: mpa Er Ei) EI) 
Vai 7-2 2-3 V2o-a VI +3 Vs — 


[35] Erectuari impartirile : 


1) V7s: Viz: b) 2V8:3V/3; 0 VS: V6: 4) V27a 


Ziaso 


4) Aproximaţi (cu eroare de cel mult 0,01) numerele : 

3 12 4 2 
a :b) 309 EI) 3% 2 

Vs V10 Va 1—V3 V2+ Vă 
Rădăcina cubică a numărului a este acel număr u ce are proprietatea că 

19 = a. Acest număr se notează Ța. Astfel : 
(Va) =a. 

Numărul u ce are proprietatea că u=a [pi unic. Într-adevăr, să presupunem prin absurd că 


ar mai exista un număr v, diferit de u, astfel int v — a 
Atunci 4 — v = 0, ceea ce putem scrie şi (4 — 


+ uk 1) = 0 (verificaţi ). 
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(care este diferit de zero) obținem utuv+yi=0 sau 


Avem o sumă de numere pozitive egală cu 0. Deci u + 


=0 şi v=0. Aşadar obţinem 


2 


u = v = 0, ceea ce contrazice presupunerea făcută : 3 v. 
Contradicţia obținută ne arată că presupunerea pe care am făcut-o este falsă. 


Teoremă. Dacă a, b sint două numere reale, atunci : 
D Va=a 
2) Va: Wp= Va:h: 
3 Wa:PP= Vathirro) 
Demonstrație. Proprietatea 1) rezultă direct din definiţia rădăcinii cubice. 
Fie u= Va şiv = PP: atunci i a şi v = B. Să înmulțim membru cu mem- 


bru aceste două egalităţi ; obținem : u = a- b.sau(u- vw =arb. 
Aceasta inseamnă că u:v= Va: b, adică Va: Vb= 
Proprietatea 3) se mai serie şi astfel : 


Va 
i VW. 
Încercaţi să o stabiliţi ! 


Sa observăm că P2- 2 = 2" = 2, şi în general: 


Va: Vă = a, pentru orice număr a. 


EXERCIŢII 
1) Completaţi tabelul : 
SI | TE ADOR mea a ue i pt Sume za 8 0% iptari 
=) E 7 Ei EI IN aaa E 
Li 


2) Scoateţi factori de sub radical 

a) Văii) Via: sea) Vaddo:e) Von: n Vida Id: Vai: Vsidp: 
375 ; | Ia Z5R i / ta= 

Do] Vize: Do] ti Do a aro: La] V aa 


'3) Inwroduceţi sub radical : 


a) 3 V2:b2 3:02 0:5:095Pâ: ea ab: CB] dap V Dir, 


4) Efectuaţi : 


asia +elii: by 2V37%35-sP192; 0 sif3a+ za 
p'sa — a 128 + 216 + sV2— 2000 


2/192a; 


4 


S) Efectuaţi : 


a) V3- V200:b) VS: mo VI-a iros : ra: [o] 2:12: CB] 1 


6 
Fie numărul —5—; amplificind cu |'2, raţionalizăm numitorul ; obținem 


est ay 
pa. pa 2 


pa 


=3W. 


Să observăm că (V2 — Xa + 2 +1)= P2-V4 + 2: V2- V2+ J2-1 = 


— 1 pă — 1: V2 


=2—1=1. Aşadar, 


pentru a raţionaliza numitorul 


fracției ÎN a „ amplificăm cu Vă + P2+ 1; obținem ca rezultat 3( Vă + 


i] 
+ V2+D=uV2+ p2+1 


EXERCIŢII 
1) Raţionalizaţi numitorul 
1) 3 3 ) 2 FI s s 
= Di spa SI 
[2 2 vă  DerTiai _ir 
2) Ordonaţi crescător numerele : 
D2V7 săi VID mo AR VI și 3 30 


CD] piea=2V a-i mine V6- 
Calculaţi apoi pătratele d, Pi. Ce obervaţi ? 


Co] Rezolvaţi sistemele de ecuaţii 


x+ Viy=2V2 
me 3 E) 


2y=1 
A > 


Id. Determinaţi 


LUCRĂRI PENTRU VERIFICAREA ÎNSUȘIRII 
UNOR CUNOȘTINȚE DE BAZĂ 


LUCRAREA II 


fiecărui 


usă 
1) Calculaţi: a) (2-3; b) ea(2) 00"! pentru 4 = 8,9 şi 10: 


ET) (ina +2 
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număr. 


2) Stabiliţi valoarea de adevăr a propoziţiilor - 


Lp i 1 

ii Li as: a [A 
(2) oaze (-2oaes: a (2) 
3) Caleulaţi : 
300.12 100 40.122 107; BOT 10% 40,310 0) 00,02: 101) (0.155 - 10%), Scrieţi rezul- 

tatele în formă standard. 
4) Calculaţi: a) IB-(p2+ [323 by 25 = 250 - 425000; e [9- [I5- V35, 
! 1 ! 3 


1 
$) Raţionalizaţi numitorii : a) b) sa id, = 10 
Vs —v7 = 


d 2EB: DB: 3Ep:. 


LUCRAREA A II-A 


+63 
lex 


1) Care dintre numerele —8, 7, 8 şi 9 este soluție a ecuaţiei 


2) Rezolvaţi ecuaţii a Tr bis Dam +7, 


3) Rezolvaţi sistemele de ecuaţii : 


xy 

“iii aid x=y pă x+I2yrăa=aă 
LS EA A Sea EI) Papi Lege Pete 

sue DOE SES) a —0y=2 DEN 

Ei x = 29 + 22 


4) Un muncitor cheltuiește 952 lei pentru a-şi cumpăra un costum, o câmaşă și o cravată. 
Câmașa este cu 38 lei mai scumpă decit cravata, iar costumul este de 9 ori mai scump decit câmașa. 
ANaţi preţul costumului, al cămăși şi al cravat 


CAPITOLUL 1 
FUNCŢII 


1. NOȚIUNEA DE FUNCȚIE 


Să notăm cu litera A intervalul închis [0; 1], iar cu litera B intervalul inchis 
[0; 2]. Putem stabili o legătură între aceste intervale ; anume, fiecârui element x 
din A îi putem face să-i corespundă dublul său 2x, care este un element din 
mulțimea B. Am definit astfel o funcţie pe mulțimea A, cu valori în mulțimea B. 
O notâm astfel /: 4 — B; această funcţie este descrisă (dată) de formula 
A => 2x. 

În general, să ne imaginăm că am făcut să corespundă fiecărui element x 
dintr-o mulțime A un (singur) element y dintr-o mulțime B; spunem că am defi- 
nit o funcţie de la A la B. 

Folosim notația 7-A — A, citind „funcţia /, definită pe mulțimea A, cu va- 
lori în mulțimea 4. Mulțimea A se numeste domeniul de definiţie al funcţiei /, iar 
mulțimea H se nurieyte codomeniul (sau domeniul de valori al) funcţiei /. 

In exemplul de mai sus am tuiosit htera x pentru a nota un element oarecare 
din domeniul de definiţie ; orice literă folosită în acest scop poartă numele de ar- 
gument. 

Exemplu. Perimetrul unui dreptunghi este de 12 cm. Ce putem spune despre 
aria sa ? 

Să notăm cu b (cm) lungimea bazei dreptunghiului. Deoarece semiperime- 
trul este de 6 cm, înălţimea dreptunghiului va fi de 6 — Pb (cm). Aria a (în cm)a 
dreptunghiului este dată deci de : 

a=b-(6-—p). 

Putem spune că această formulă ne dă aria dreptunghiului in funcţie de lun- 
gimea bazei sale. Să precizăm această funcţie. 

Numărul a, reprezentind o arie. nu poate fi negativ; putem considera “i 
a€ [0; + 20). Deoarece b şi 6— b reprezintă lungimi, trebuie să avem Psi 
6— p>0: asttel p E [0: 6]. 

Deci dependenţa ariei de lungimea bazei dreptunghiului este exprimati 
prin funcţia 


pF: 00: 6] — 00: + 20). 
descrisă de Ab) = W6 — b). 


a 


Aici argumentul este litera B. Care este domeniul de definiţie al funci 
Dar codomeniul ? 

Să reprezentăm grafic această funcţie, prin puncte. Completăm mai întii un 
tabel de valori : 


Lă [i] 1 2 3 4 5_ 6 
Ab) 0 i Li Da E] _0 


Înzestrăm planul cu un sistem de axe de coordonate (vezi figura 1). Scoa- 
tem în evidenţă punctele ce au abseisa b şi oidonata AP). trecute în tabel. Le 
unim printr-o linie „continuă“. Graficul obtinut este o linie curbă. 


Observăm, privind acest grafic, că 
numârul a poate lua valori doar în interva- 
1ul [0; 9]. Deci dependenţa ariei de lungi- 
meu bazei dreptunghiului poate fi expri- 
mată și prin funcţia : 


e 2 [0: 6] = 10; 9]. tb) = m6 — p) 


Observaţie. Funcţia vu diteră de funcţia /. căci 
are alis olomen 


arm) 


Ale exemple. 1) Procese de creștere şi A+ 
de descrestere. O celulă de bacterie se di- 
vide, dind naştere la două celule : după o 
oră, fiecare dintre acestea se divide, 
apărind astfel patru celule ; după încă o 
oră, fiecare dintre cele 4 celule se divide, i [) a 
apărind opt celule și aşa mai departe. 
Putem completa un tabel : 


Fig. ui 


Momentul [i ] 2 3 Ei A | 


Numărul total 
de bacterii se, 2 4 Li 16 da | 


Să observăm că numărul total de bacterii, n, depinde de momentul în care Ie 
numărăm. Acest fenomen de creștere este exprimat prin funcţia n: N = N. de- 
scrisă de mm) — 2" (verificaţi !). Graficul acestei funcţii este o mulţime de puncte 
din plan : citeva sint desenate în figura 2. 
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Fig. 1.2 Fig. 1.3 


b) Măsurind temperatura 7 a ceaiului dintr-o cană, s-au obţinut următoa- 
rele rezultate : 


Momentul Li o bi 10 15 


Temperatura 7 
E 20) s0 40 20 10 


Dependenţa între temperatura ceaiului şi momentul în care s-a măsurat 
această temperatură poate fi exprimată prin funcţia : 


T:[0: 2) —R 
descrisă de T(1) = 80 - 2'* (verificaţi !) 
Graficul acestei funcţii a fost trasat în figura 3 printr-o linie „continuă”, ce 
trece prin punctele ce corespund măsurătorilor. 
2) Elevii unei clase au obținut la teză următoarele rezultate : două note de 


4, patru note de $, trei note de 6, cinci note de 7. opt note de 8, şase note de 9 şi 
patru note de 10. Construim funcţia 


Cal 


„4. 5.6.7.8.9.10)—N 


care face să corespundă fiecărei note frecvenţa ei (numărul care arată de cite ori a 
fost obţinută nota). Funcţia este descrisă de tabelul : 


|____ Nota O E AA e Au 


Frecvența ei A) g 


[-] 
e 
[3] 
> 
w 
w 
LI 
a 
E3 


Graficul acestei funcţii: este alcătuit din punctele HI; 0), A(2: 0), B(3: 0), 
C(4; 2), D(5; 4), E6:; 3), A7; 5), G(8; 8), AO: 6), şi K(10; 4) (vezi figura 4). 


Fig. Ia 


EXERCIŢII 


1) (oral) Care dintre diagramele următoare nu definesc funcţii ? De ce ? 


2 Fie 4 = 41.234. 54 fie funcţia /: A — A dătă prin formula Ax) — 6 — x. Aleâtuiţi tabelul 
de valori al funcţiei 


3) Fie funcţia £ : 


= R deserisă astfel 


v+ 1 dacă «Ss 
» 
% v — 2dacâ x > 


Caleulaţi 1). 00). pt 1) (1.5). 2020. 02,59. 203). at) 

4) Un pieton pleacă la ora 8 din localitatea A şi ajunge la ora 12 în localitatea B (în aceeaşi zi), 
mergind cu viteza (constantă) de $ km/h. Considerăm funcția +/: [X: 12] — R, care face ca fiecărei vi 
lori a timpului 7 din intervalul [S: 12] să-i corespundă distanța dr) parcursă de la ora & plină la momen- 
tul + (7 este exprimat în ore, iar 4) în kilometri). Scrieţi formula care descrie pe d şi completaţi tabelul : 


Di BE Să ei oo PS ati i 


an |_o 


Aţi putea completa tabelul şi cu alte valori ? Aţi putea alcătui un tabel care să descrie complet 
funcţia ? 
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5) Un paraşutist se aruncă dintr-un avion deschide parasuta la 7 secunde după momentul 
sanului. Tabelul de mai jos ne dă distanța parcursă în cădere liberă, în metri : 


| [i ] 2 E) 4 


| distanţa d 49 19,6 ET) 784 


Puteţi descrie dependenţa Intre d şi ? printr-o funcţie ? (indicație : comparat prin impârțire valorile 
lui d cu pătratele lui 1.) 


6) Reprezentaţi grafic funeţiile 
Mp: 020,120 RA Pr 


be 02, 11,20 R at 


7) Care dintre graficele funcţiilor 
a PRR A) 3 70 — d Di RR = O RR RMS 


conține originea axelor ? 


R) Pentru ce valoare a lui m. graficul funcţiei 


PR=RAD 


conține punctul ACI; 597 


2. FUNCŢII LINIARE 


O funcţie /: R—R definită prin Ax) = mx + n. unde m şi n sint numere 
reale date, se numeşte funcţie liniară. Graficul oricărei funcţii liniare este o 
dreaptă în plan. Cunoaştem de asemenea că, dacă m >0. atunci funcţia este 
crescătoare (ceea ce inseamnă că dacă a b. atunci fa) < Ab); dacă m <0 
funcţia este descrescătoare (ceea ce înseamnă că dacă a < Pb. atunci fa) > AP)). 
Dacă m = 0 funcţia este constantă ; graficul ei este o dreaptă paralelă cu axa 
Ox. 

Pentru reprezentarea grafică a unei funcţii liniare este suficient să cunoaș- 
tem doar două puncte ale graficului. 


Exemple. 1) Fie funcţia /: R — R dată de f(x) = 2x — 4. Ea este o funcţie li- 
niată ; aici m=2 şi n = —4. Avem A—1)= 2" (—1)—4 = —6 şi Al) = —2 : deci 
punctele A(—1; —6) şi B(L: —2) aparțin graficului. Graficul funcţiei va fi dreapta 
HB (vezi figura 5). Dacă M(x: y) este un punct al dreptei AB. atunci 


Eii 


coordonatele sale x şi y verifică relaţia v — 2x + 4 = 0. În afară de punctele drep- 
tei AB nu există altele care să verifice această relaţie. Spunem că AB este dreapta 
de ecuaţie + —2x+4=0. 

y Adesea, pentru a reprezenta grafic o funcţie 
liniară, determinăm punctele în care graficul in- 
iza tersectează axele de coordonate. Pentru aceasta, 

ținem seamă de faptul că axa Ox are ecuaţia 


[2] ki y = 0, iar axa Oy are ecuaţia x = 0. Pentru func- 


= tia din acest exemplu, găsim intersecţia graficu- 
e lui cu axa Ox rezolvând sistemul : 


y—2x+4=0 A : 
IZEI E ; obținem soluţia (2; 0). 
y= 


Intersecţia cu axa Oy este dată de soluția 
= sistemului: 


Fig. I.5 y—2x+4=0 
„adică de (0: —4), 


x»=0 


Deci dreapta se obține unind punctele (2: 0) şi DO: —4) (vezi figura 6). 

2) Să reprezentăm grafic funcţia /:[1: 4]—R descrisă de Aw= til. 

Fie e: RR funcţia liniară deserisă de st) = x + 1. Graficul funcţiei g 
este dreapta determinată de punctele (—1: 0)-şi (0; 1). Am reprezentat această 
dreaptă în figura 7 (cu linie întreruptă). Graficul funcţiei / va fi o parte a acestei 
drepte, anume aceea formată din punctele (x; y) care au abscisa x cuprinsă între 1 
şi 4. Deci /are ca grafic segmentul ce unește punctele 4 (1: 2) şi B(4: 5). Punctele A 
şi B aparţin graficului funcţiei /. 


Fig. 6 
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3) Funcţia hi(1: 4)—R, Mx)=x+ 1 are graficul desenat în figura 8. 
Punctele A şi B nu aparțin graficului. 

4) Funcţia k (1; +se)—R, A(x)= x + 1 are ca grafic semidreapta cu origi- 
nea în A reprezentată în figura 9. Punctul A nu aparţine graficului. 


EXERCIŢIU REZOLVAT 


Să aflăm funcţia liniară / pentru care AL) 
conţine punctele A(1; 3) şi B(2; 5)). 

Funcţia / fiind liniară, este descrisă de Ax) = mx + n, pentru orice x E R. 
Rămine să aflăm valorile lui m şi n. 

Avem Al) = m-l+n=m+n, iar (2) m-2+ n= 2m + n. Deci pen- 


3 şi A2) = $ (deci al cărei grafic 


tru a afla valorile lui m şi n, va trebui să rezolvăm sistemul : 
(2 +a=3, 
2m +n=s$. 


Rezolvindu-l, găsim m = 2, n = 1. Funcţia liniară căutată este descrisă de 


formula Ax) = 2x11. 


EXERCIŢII 


( Anati numărul a stiind că graficul funcţiei constante /: R 
5. Reprezentaţi grafic funcţia. 
Construiţi graficele funcţiilor : £: R — R. ax) = 3 şi pn: [72] —R. Mu) = 3 
Reprezentaţi grafic, în același sistem de coordonate, funcțiile : 


A = a. conţine punctul 


fn. h: R— R. descrise de 


As) > = tu) = at 2 a) > —x — 2. Ce observați ? 
&) Comparaţi între ele graficele funcţiilor : 


A: RR, fs) > —2x +2; 
00: 3] RA) > —2x +2 


fi 240; 3)— R. A) = —2x +2; 
fe 10631 — RA) 25 +2. 
S) Reprezentaţi grafit funcţiile : 
2 dacă x<0. 


3) rana 
—1 dacă x2 0: 


—x dacă x 0. 
be mmno-f 0 daca 0< x<2, 

x — 2 dacă x> 2 
[E] Reprezentati grafic funcțiile : 
fi RADSS sie CDR m > 
3) Pentru ce valori ale lui m funcţia /: R — R dată de Ax) > (m — 2)x + m este 
2) crescătoare ; b) descrescătoare ; c) constantă ? 


a) Determinaţi funcția liniară / pentru care AI) = 10. A2) = 
b) Determinaţi funcţia liniară g pentru care m0)- 2, mi 4, m20=6 și mik 
<) Există o funcţie liniară A astfel incit MI) = MO) => 2, Mi)? 

d) Reprezentaţi grafic funcţiile / şi &. 


fiecare 30,5 metri 


[55] sa presupunem ca, pe măsură ce coborim spre centrul Pămintului 


temperatura creşte cu 1*C; iar la suprafaţă temperatura este de 20" C. 
a) Stabiliţi o formulă care să descrie dependența temperaturii de adincime. 
b) Ce temperatură va fi la adincimea de 122 m ? 
c) La ce adincime temperatura va fi de 36C? 


10) 'Reprezentaţi grafic funcţia /- R — R descrisă de 


x — 2 dacă x 22. 


= —x+ 2 dacă x < 2 


3. FUNCȚII PĂTRATICE 


Ne propunem să studiem funcţia care face să corespundă fiecărui număr 
real pătratul său : 
LR RA) 


Să completăm mai întii un tabel de valori : 


Ed x e da ea = [i] 1 E 2 
2 2 = 
1 9 
4 a se 
83) 1 7 o Ul ZA 4 | 
- 


Valorile funcţiei trecute în tabel ne îndeamnă să presupunem că funcţia este 
descrescătoare pe intervalul (—=e: 0] şi crescătoare pe [0: +=). 


si 


În figura 10 prezentăm graficul 
acestei funcţii. Am scos în evidență 
punctele ale căror coordonate sint tre- 
cute în tabelul de valori de mai sus. Gra- 
ficul funcţiei este o parabolă. 

Vom numi funcţie pătratică orice 
funcţie de forma : 


R:R—R. Ma) ax + brte: 


unde a, B, c sint numere reale, iar g 40 
În particular, funcţia / de mai sus 
este o funcţie pâtratică (e=1. ph 
=e=0) 
Grahcul oricărei funcții patratice este 
o parabolă 


Fig. IL10 


EXERCIȚIU REZOLVAT 


Să determinăm funcţia pătratică e ce are proprietatea că (1) = Dep) 
şi (3) = 4. . 

Ştim că pix) = ax + px + e pentru orice vE R. Râmine să determinăm 
coeficienţii a, Pb şi Avem Al) = a-ti +bp-l+tua Srip- as 


M2)=a:2 + p:2+e=4at2hreim3)= ac 3 + h-ăte=9at3p+ e. Deci 
coeficienţii îi aflăm rezolvind sistemul de ecuaţii : 


at b+te=o. 
(ai E 
d + 3bie=q 


Înlocuim acest sistem prin altul, echivalent cu el, scăzind din a doua ecuaţie 
pe prima, iar din a treia pe a doua : 


a+b+e=0 
( 3a+b =. 
Sa + b ag 
Scăzind acum din a treia ecuaţie pe a doua. obținem 


da + b 
2a =2. a E 


( a+b+e=o. 


s2 


d 


| Acest ultim sistem se rezolvă ușor ; soluția sa este al. b= 2. c>1- 
Aşadar funcţia pătratică căutată este £ : RR. D= 2rtl. 


AMD 2 a 
JM 22 A L 


EXERCIŢII 
1) Completaţi tabelul : - 
Că = | 2 = i iz i - o - E 1 E 2 3 
n C, ăi 
HD 
2 


pe ş ] | 


Reprezentaţi grafic. in același sistem de coordonate, funcțiile /. fi fi fe: fi Je» definite pe R, cu 

Nori reale (luaţi ca unitate de măsură, pe ambele axe, | cm). 

2) Aceeași problemă, pentru funcțiile pi, x. ss. i 3i m- 
+ 


3 1 ! 3 
x -2 Za zoo ş zi 
mă LS 2 2 2 i gis pă 
mi = / 
mw ri 
sine d+2 i j 
L zu 
mpx ] 
mt) = —2 
„Ce observați ? 4 


3) Aceeaşi problemă, pentru funcţiile pn, fn. Im. hu 


n] 


4) Aceeaşi problemă, pentru funcţiile A. 43. Av. ka. 


A) = 


LE Al 


Aa) 2 


LIRE a 


Ce observați ? 


S) Determinaţi funcţia pătratică ce are proprietatea că (0) = 0. 1) = —2, 42) = 0, 


[8] care runeșie patrarică are graficul o parabolă ce conține punctele (1; 4), 2; 3) şi 
4? 
7) Reprezentaţi grafic funcţia ce descrie dependenţa ariei unui pătrat (măsurată în cm!) de 


lungimea laturii sale (măsurată în cm). Alegeţi unitatea de măsură de 4 cm pe fiecare axă de coordo- 
nate. Completaţi apoi tabelul : 


tatura tem) |_1.a 2 10 


aria A (em) | 8 10 


[555] în figura 11 vedeţi desenată o curbă ce seamână cu un are de parabolă. Ea este graficul 
unei funcţii /. Completaţi tabelul : 


jez o. ! he 


Este i 


-adevăr un arc de parabolă ? 

Inălţimea A (in kilometri) atinsă de o 
rachetă la 7 minute după lansare este dată în tabe- 
dul : 


zborului £ _|_0 i a i a, 
înălţimea A o 25 100 225 400 


descrie mișcarea rachetei printr-o 
funcţie ? Aflaţi înălțimea atinsă după 10 minute de 
la lansare, presupunind că motoarele rachetei func- 
Fig. III ia a aul 


4. ALTE FUNCŢII 


Fi titei - Li 
Orice număr real x, diferit de zero, are un invers, care a fost notat —— sau 
x 


x]. Să considerăm tabelul : 


x |—a — — -j Z ] a ma, | 
Tu ptr . LI 
x 4 2 L 2 L 2 a | 


Putem considera funcţia 


F:RNOI = RA). 


3 
Graficul acestei funcţii (vezi figura 12) este o hiperbolă. 

Fie x un număr real > O ; putem extrage rădăcina pătrată din x ; ca rezul- 
tat obținem numărul real |x. 


Fig. 1.12 Fig. U.13 


Să completăm un tabel (consultaţi şi tabelul de la sfirşitul manualului): 


x| o Lu 3 4 | 
Li 
Va| oz 1 Va Vă sta 2] 
Funcţia /: [0; -+e)— R descrisă de f(x) = |x are graficul prezentat în 


figura 43. 
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EXERCIŢII 
1) Reprezentaţi grafic, completind mai îmii ur tabel de valori, funcţia 


FERM —R. AN = 


2 |n 


2) Un arhitect vrea să proiecteze o cameră dreptunghiulară avind suprafaţa de 15 m, Stabiliţi 
<um variază lungimea camerei în funcţie de lăţimea ci. Reprezentaţi grafic această dependență 


35] tmure Bucuresii și Ploiesti. pe senea, int 60 km. În cit timp parcurge un autonuooii 


această distanță, mergind cu viteza (constantă) v? Reprezentaţi grafic dependența Intre durata 
călătoriei şi viteză 


4) Ştim că tensiunea curentului electric din rețea este de 220 V. Făcindu-l să treacă printr-un, 
rezistor de rezistență R (ohmi), intensitatea sa / variază astfel 


e 


am 


+ Trasaţi graficul dependenței lui / faţă de R. 
> Reastorul este protebăt de e siguranţă fuzihilă de SA Care sate valsuri 
ji rezistorului. ce nu provoacă întreruperea curentului prin distrugerea siguranţei 


minimă a reziaten 


5) Reprezentaţi grafic funcţia 7. [1 A] = R. As) 


LUCRARE PENTRU VERIFICAREA ÎNSUȘIR 
UNOR CUNOȘTINȚE DE BAZĂ - 


1) Se dă funcţia / : R — R, descrisă de 


VA pentru A 30, 
LA) | 2 x pentru 0 4 


= pentru « >ă 


d 
Caleulaţi A 39 4-20 AD AO AD AZ AD ni, 
' 
2 Reprezentaţi grafic funcţia /-R-R A N 
3 Punctul 442: 4 aparpne praticului turmei liniare date ude pr 7» Dar puntul 


-y: 
4) Un kilogram de portocale costă IS lei. Akătuiţi praficul funcției care exprimă modul în 
care prețul unei cantități de portocale depinde de masa acesteia. Folosind graficul, stabiliţi cit costă 
700 g portocale. Cit cintăreşte o pungă cu portocale care a costat 21.50 ei ? 
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CAPITOLUL 11 
POLINOAME ȘI FRACŢII RAŢIONALE 


1. POLINOAME. OPERAŢII CU POLINOAME 


Am învăţat în clasele a Vl-a şi a Vil-a să facem calcule cu numere reprezen- 
tate prin litere şi în primul rind cu polinoame, 


Să ne reamintim că, de exemplu, 
ep dati e aa i) 
este un polinom in nedeterminatele X şi Y, de gradul $ ; 
Z + 3 z+a 


este un polinom în nedeterminata Z, de gradul 2. De asemenea, numerele diferite 
de 0 pot fi considerate polinoame de gradul 0 în orice nedeterminată ; pentru 
uniformitate, vom considera că numărul 0 este polinom (dar că nu are grad). 
Numerele reale considerate ca polinoame vor fi numite polinoame constante. 

Ne vom ocupa în special cu polinoame într-o singură nedeterminată ; 
aceasta va fi notată de obicei cu litera X. 

Am învăţat în clasele anterioare că orice polinom poate fi scris în formă ca- 
nonică. De asemenea, am învăţat să efectuăm trei operaţii cu polinoame : adu- 
narea, scăderea şi inmulțirea ; să le repetăm prin : 


EXERCIŢII 
1) Scrieţi în formă canonică polinoamele : 


3 
e ZĂrEI SSDD ATIT ri) 120400 8 id) XXX. 


2) Scrieţi In formă canonică suma polinoamelor 


w) 7% —30+5 şi 20 +7; b) 2X—S5 şi 4 —3X +6: e) A+ -—P+ă și 
Le e ca e cr re a af pi 0 lib da a FIE aie e d Pl CP tar mt ul 8 


3) Ce polinom trebuie adunat cu X + 2X — 3 pentru a obține ca rezultat X—X+ 1? 
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4) Efectuaţi calculele : 

a) (X — 3% + 5)— (2% —3X +4); BD) (Pr 26) (30 +2); c) (5% +6 +3)— 
00 + 210 +5) 

5) Efectuaţi Inmulțirile : 

a) 3% (4% — Di b) (4% — SX — D200; e) (773) 0X— Di d) (+ 
0 —3x+1) 


2. ÎMPĂRȚIREA POLINOAMELOR 


Fie monoamele 6X şi 2X7. Constatăm că : 
6X = 3% -2X%; 
putem scrie astfel : 
6X:2% =3%. 


Observaţi relaţia între gradele monoamelor : 5 — 3 = 
În general, dacă m > n şi b 3% O, atunci : 


aX”: DX = (0:00 


care se mai serie şi : 
axe: bă = A, 


La fel procedăm și în cazul unor monoame în mai multe nedeterminate ; de 
exemplu : 


12% : 4XY = (12: 4% = 3XY, 
(—14X 72): 2XF = (—14 :2)X1 Piz! = —7Yz, 
CIP): 02 = (03:02 = 2 Er = 15, 
22X* : 11 = (22: 11) = 2%, 


EXERCIŢII 
Qy Efectuaţi Impâririle 
a) BW (2%); d) (6%): e) (—SW):(-7); 0) 4% :8X; e) 25%:5X; 
D5X :(-10%. 
) Efectuaţi : 
m cote) cost n) aer | rio 307: 207: 0) 37 AX 3 0) 25; 


îSXY i DC6Xr): ar. 
Fie polinoamele AX) = 2% + 4X şi Q(X)=X+ 2. Constatăm că P(X)= 
= Q(X%) : 2X ; putem spune că polinomul C(X) = 2X este cirul împârțirii polino- 


mului P(X) la Q(X). 
Alt exemplu : deoarece 


XA =(X-2D- (+2), 
s8 = 


putem spune că polinomul X + 2 este citul împărțirii polinomului X — 4 la poli- 
nomul X —2. 


Să încercăm să împărţim polinomul P(X)=2X'+ SĂ +1 la polinomul 
Q(X) = A? + X. Cătul lor ar trebui să aibă gradul 3 — 2 = 1. Să presupunem că 
acest cit este polinomul C(X) = aX + b: atunci: 


2% +SX+ (A +M-(aă trb). 
de unde: 2X'+S5X+1=aX t(atb)i + bă. 
Identificind coeficienţii, obținem : 

=a (coeficienţii lui X"), 


0=a+thb (coeficienţii lui X). 
s=v (coeficienţii lui X). 
1=0 


ceea ce este absurd. 


Presupunerea făcută ne-a condus la o concluzie absurdă ; ea este deci falsă. 
Nu putem împărţi „fără rest” polinomul 2X7 + SX+ la A+ X. 


Să observăm însă că : 
2X+5X+ IZA +X)-2X—2+7X+1; 


astfel putem spune că prin împărțirea lui 2X' + SX + Lila X + X am obținut 
cttul 2X — 2 şi restul TX + |. 
Să observăm că gradul restului este |, mai mic decit gradul impăritorului 
X + X, care este 2. 
Practic, procedăm astfel : 
— împărțim monomul 2X” la monomul X” şi obținem 2X 
— inmulţim pe 2X cu X* + X şi obținem produsul parţial 2X + 2X pe 
care-l scădem din deimpărţii 
— deimpărțitul se înlocuieşte cu —240+5X+1; împărţim monomul 
—2X* la monomul X”, obţinind —2 : 
— înmulțim pe —2 cu > 
care-l scădem din —2X* + 5. 
— deimpărțitul se înlocuieşte cu 7X + |; deoarece monomul 7X nu mai 
poate fi împărţit la monomul X*, împărțirea s-a terminat. Citul este 2X — 2, iar 
restul este 7X + 1. 


şi obţinem produsul parţial —2X" — 2X, pe 


—X + 5X+1 
(092% = 2ă 
7X+ 1 restul 
s9 


Se obişnuieşte să se schimbe semnul fiecărui produs parţial, efectuindu-se 
adunări în loc de scăderi ; calculele se aranjează astfel : 


2% +SX+1 


Urmăriţi etapă cu etapă, împărțirea polinomului BI — 104 + 3SĂ+I 
la polinomul 9X7 + X+4: 


sux: —10X0 + 35X +1 
BLA — 97 — 36X 


—9X — 46X0 + 35X 
9X + X+ 


45X + _SX + 20 
44xX +21 


Deci citul împărţirii este 9X? — X — $, iar restul 44X + 21. 

În general, se poate demonstra o feoremă a împărțirii cu rest pentru poli- 
noame, Aceasta se enunță astlel : 

TEOREMĂ. Fie polinoamele P(X) de gradul p şi QLA) de gradul g, cu coefi- 
cienţi numere reale. 

Există un polinom CIX) şi un polinom RL) astfel incit 


PX) = Q0X) - AX) + RD 


şi astfel încit gradul polinomului R(X) să fie mai mic decit g. Polinoamele CX) şi 
R(X) cu aceste proprietăţi sint unice. 


Observaţie. Înainte de efectuarea impărțirii, atit deimpărțitul cit şi Impârțitorul trebuie seriși In | 
formă canonică. 


i 

EXERCIŢII 

Seretuari împărțirile : 
a) (3 — 6x07 + 2): 3X: b46Ă — SA + a 20) ţ 
CS2 Efectuaţi Impărtirile : p i 
8) (40 59:02): d) GA +20: (03): 0) GA 203): 0) 02): 


2 (2% — D î6)(25 —30X + 9X0) (3 — 59: (A — 6 + IX — 10) :0X — 4). i 
E] ecua marite A 
a) (AF DIA Di BIET DAT Di e) + DEX Di d (WI DX + Di 
E) (A+ DEX + Di DA + Di 10 Puteţi spune care va fi dul şi restul împărțirii lui A + | 
tax? 
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Zi Etectuaţi împărțirile : 
Pa A DEA 2 BA DAE 2000 + Ii (A? + 2) Ce observați ? 


[33] Erectuaţi impaririie = ca 4 XE Di EA XD şi AAA DIE A+. 
Ce observați 7 


Fie CX) chul impânirii polinomului MFA X+I la X—X+2. Efectuaţi 
imbâtirea polinomului X! + A+ A 1 la CIX) Este adevărat că obținem citul X—X+ 27 
De ce ? 

7) Efectuaţi împărțirile : 
a) (4 —2X1+ X+ 2:04 — XX): b) (A+ 2X):(4—4X+ 0): 0) (4 — 
6X) A — 295 0) (URA — RA ra? — Dai + XD. 


[5] Etecruani impanirile polinoamelor In nedeterminata X (serieţi-le mai înli în formă ca- 


nonică) : 
a) (X* — PDiX 4 Di D) (SĂ + 2074 BP): (N TAN: 0) 0X + Ir + 2A 7): 
00 a 00 (0AE = 20 RP SAN SV 2) e) (A = 6 2 4) (3 + 2, 


Mai iestal împăriiii poseta 3 


XY+ 9Y la polinomul X” — 9Y, conside- 


aY polinoame 1n nedeterminata X ; b) polinoame In nedeterminata Y. 
10) Efectuaţi calculele : 
A — 9) m 0 e ZA CX e 200 — 3) 30? AP EA 2), 


3. DIVIZIBILITATEA POLINOAMELOR. 
POLINOAME IREDUCTIBILE 

Definiţie. Vom spune că polinomul O(X) divide polinomul PAX) dacă 
există un polinom C(X) astfel incit AX) = O(X)- CX) (adică dacă restul im- 
părțirii lui P(X) la Q(X) este polinomul nul). În acest caz vom nota Q(X) | AX) 
sau O | P (şi vom citi „O divide pe P*). 

Dacă O | P, vom mai spune că polinomul P este multiplu al polinomului O, 
sau că P se divide cu Q. 

De exemplu, X + 1 divide pe X” — 1, deoarece X—I1=(X+I)-(X—1): 
seriem (X + 1) | (2 LE) 

Polinomul 2X" — | divide polinomul 2X* + 6X? — X? — 3, deoarece 2X* + 
+ 6% — X —3= 02% — DD 0+ 3). 

Polinomul constant 2 divide polinomul 2X + 4, deoarece 24 +4 
=2-(X+ 2); constanta 2 divide şi polinomul X+ 1. deoarece X+I 


=ă-(zard). 


Polinomul X nu divide polinomul X? + 1, deoarece împărțind pe X? + | la 
X obţinem restul | ; la fel, X+ 3 nu dividepe A? + 3X —S5. 


3 

Observaţie.  Polinomul constant 2 divide polinomul constant 3. deoarece 3 = 2-3. Nu 

confundați divizibilitatea polinoamelor cu divizibilitatea numerelor naturale ! _5_ 
= d 

6 


EXERCIŢII 


(statura dacă polinomul O divide sau nu polinomul P, unde a) P=4X* —3, 
by PEM 241 0x11: PX 8, 0 X+2N+4: ap ri, 


PX IQ X+A+I:DP=3X — M4X+ 15, 0=2X 
(stu valoarea de adevăr a propeziţiilor : 


(A DIN Di di XFDIGEI Di; 9) XD IX 23 0) 314: 
DX DID 


Pentru ce valori ale lui m. polinomul 2X* + SX?+ m se divide cu polinomul X+ 27 


(Dee polinomul PIX) 

bibria pentru polinomul A" — 
[35] Aratari ca aaca polinomul A divide polinomul O, iar polinomul O divide polinomul P, 

atunci R divide pe P. Ce proprietate a relației de divizibilitate Intre polinoame este aceasta ? 


PX + X—Li serieţi trei polinoame care îl divid, Aceeaşi pro- 
K+ 9X— 27. 


Arâtaţi că dacă Q divide pe P şi pe R atunci Q îl divide şi pe P + R. 
Definiţie. Vom spune că un polinom P(X) este reductibil dacă poate fi scris 
ca produs de polinoame : 
AX) = 00%) » RX, 
factorii Q şi R avind gradele > | 
De exemplu, polinomul AX? — | este reductibil : 
—lm(ă+i)':(4-: 


de asemenea, polinomul X? + X — 2 este reductii 
XE + X—2=(X— Dă +2). 
Şi polinomul X* + 1 este reductibil : 
X + SUE + 2 x+ DUE V3xX+0. 
Ca exemple de polinoame ce nu sint reductibile avem în primul rind poli- 


nomul nul ; apoi polinoamele constante 34 O ; celelalte polinoame ce nu sint re- 
ductibile vor fi numite ireductibile. 


Observaţi schema de clasificare a polinoamelor : 


—  Polinoame ireductibile 
— Polinoame constante st 0 
— reductibile 


Comparaţi-o cu schema de clasificare a numerelor naturale : 
— Numere prime 
— Numărul 0 
— Numărul 1 
— Numere compuse 


Vom arăta că polinoamele de gradul 1 sînt ireductibile. 
Să considerăm polinomul de gradul | : 


aX+b.axo. 


Dacă am presupune că este reductibil : 


aX + b = 00): RX) 
gradele lui O şi R mai mari decit 1, atunci din compararea gradelor am obţine 
12 1+ 1, ceea ce este absurd. Deci orice polinom de gradul | 


aX+b.ax0 
este ireductibil. 


EXERCIŢII 


1) Descompuneţi in factori polinoamele : 

a)ă— 15) ic) 00) = se) :DA-I 

2) Precizaţi care polinoame sint reductibile 

m) X— 4: b) A 2: 0) XA +4; 0)2X7+2:0)4X—2: DX +8: XX 

3) Fie PA) X + 2% — 3X — 1. Calculaţi P(—2), A-1), PA0), PC), AV2). (LI) și P2) 
(Notăm cu la) numărul obținut inlocuind în polinom nedeterminata X cu numărul d și efectuind 
operaţiile indicate ; de exemplu, P(3) = 3 + 2-3 — 3-31 = 35) 


4) Fie PX) = X — 2% — 4X—S şi QU)= IX — 2)-X — 4]- X — S. Calculaţi Ma) și Ola) 
pentru a E |-2, —1,0, 1, 2]. Ce observați ? De ce ? 


4 ÎMPĂRȚIREA PRIN BINOMUL X —a 


Să luăm de exemplu polinomul P(X)=X—X+1 şi să-l impărțim la 
binomul X — 2: 


a —x+! x-—2 
î - E esse a Ea E 
ae pe a Xr2xr3 
rr 
2% + ax 
3x +1 - 
3x +6 
7 


Obţinem citul X? + 2X + 3 şi restul 7. Pe de altă parte, să calculăm numărul 
P(Q2):PQ2)= 2 —2+ 1 = 7. Observăm că restul împărţirii este exact P(2). Este 
oare aceasta o întimplare ? 

Să considerăm un polinom P(X) şi să-l împărțim (cu rest) la binomul 
X — a ; teorema împărțirii cu rest ne spune că există polinoamele C(X) şi R(X) 
astfel încît : 

a) P(X) = (X — a): CU) + RUD, 

b) gradul lui R este mai mic decit gradul lui X — a. 


03 


Însă gradul lui X — a este 1 ; aşadar polinomul rest R(X) este constant: 
R(X) = r. Putem deci serie : 


PA) > (N — a) OO + rr. 


Putem afla restul r fără a face împărțirea ? În egalitatea de mai sus să înlo- 
cuim nedeterminata X prin numărul a : 


Pa) = (a — a) Oa) +r. 
Deoarece a — a = 0, obţinem că r= Pa). Am dovedit de fapt următoarea : 


Teoremă. Restul împărțirii polinomului AX) la binomul A — a se obține 
calculind valoarea Pta). 


Cum calculăm valoarea P(a) ? Să luăm citeva exemple. 

Fie P(X) = X'+ 2X + 3; atunci Pa)= a-a+2-a4+ 3, Observăm că pen- 
tru a obţine pe P(a) trebuie să efectuăm două înmulţiri, apoi două adunări. Dacă 
scriem insă PX)=(X+2)-X+3, atunci pentru a obține pe P(a)= 
= (a + 2)-a + 3 etectuăm doar o inmulţire şi două adunări. 

Alt exemplu. Fie polinomul 71) = X" + SX: —6X + 4: atunci Ta)= a: 
" (a: 4) + S-(a- a) —6-a+ 4. Pentru a-l obține pe Tla) sint necesare deci 4 în- 
mulţiri şi 3 adunări (scăderea este considerată adunare). Putem proceda mai 
economic, calculind cu formula 7(X)=[(X + 5)- X-—'6]-X+4; efectuăm 
doar 2 înmulţiri şi 3 adunări. 


EXERCIȚIU REZOLVAT 


Aflaţi valorile lui m şi n asttel incit polinomul P(X + mă + n să dea 
restul 2 la împărțirea cu X — 1 şi restul $ la împărțirea cu X — 3, Ce rest vom 
obtine dacă vom împărţi polinomul P(X) la X — 2% 

Rezolvare. Scriem P(1) = 2 şi P(3) = S, adică : 


, 5 
Rezolvind acest sistem de ecuaţii, obţinem m = —2.. n = 


Putem calcula acum restul impărţirii polinomului la X — 


5. 
P(2)= 7 
EXERCIŢII 
Sau restul împărțirii polinomului SX“ — 214% + 7 la binomul 


aăX-tbă-2:c)ărisaa-l 


Z îm Va 


64 E - 


(on restul impărțirii la binomul X — 2 a polinoamelor : 

2% + X — 10; b) 3ă — 4% — 5% — 2; c) 2 — 37 + 5: d)ax — AX + Se) 3X RX 3, 
3) Aaţi restul împănirii polinomului 34" — mă” + 15 la X — 4, ştiind că împărțit la X — 2 dă 

restul —3. 


[a] Anari restul împantirii polinomului X* + 30% + a 
impârțirea la X — 3 dă restul 5. 


1 la binomul X — a. știind că prin 


[3] împanina polinomul 2%" — mă + mă — 16 la X— 3 şi X+ 1, obținem în ambele ca- 
zuri restul 2, Ce rest vom obţine dacă-l vom împărți la X — 1 7 

Arătaţi că dacă Impârţind polinomul PA(X) la X — “& obținem restul . atunci impârţin- 
du-i la vă — u obținem ncelaşi rest 7. 


În clasa a V-a am învăţat criterii de divizibilitate cu anumite numere prime : 
2, 3, $. Vom stabili acum un criteriu de divizibilitate cu polinomul ireductibil 
pri 


Teoremă. Un polinom P(X) ese divizibil cu binomul X — a dacă şi numai 
dacă Pia) = 0, 


Demonstraţie. Dacă P(X) este divizibil cu X — a. atunci restul împărțirii lui 
P(X) la X — a este 0 ; însă acest rest coincide cu P(a). 

Reciproc, dacă Aa) = 0. atunci teorema împărţirii cu rest ne asigură că 
cxstă un polinom C(Ă) astel incit P(X) = (X — a) CLX), ceea ce înseamnă că 
P(X) se divide cu A — a. Teorema este demonstrată. 


Observaţie. Dacă intr-un polinom PLX) suma coeficienţilor este 0, atunci P(1) = 0, deci polino- 
mul este divizibil cu X — 1. De exemplu, polinoamele 


20 — 3% 4 1,5% — 30% — 20 + 4% — 2% —2,X— 2 +1 
se divid cu X — 1. 


EXERCIŢII 


1) Care dintre polinuamele de mai Jos sint divizibile cu X 1 

n) 7 — SX +a: b) 6X' — SX— 1: c) 42% + 274 — 69: 0) XV 20 437 — SA 3: 

e) 2% 3 

2) Venticaui dacă primul polinom este divizibil sau nu cu al doilea : în caz afirmativ ataţi 
situl 


s a 
a) 2X + X—10 i W+ Ti b)A%— 5% DX + Li X— 30) 3% — 201 + 44 — 5% — 38 


şi X— 2:4)2X — 3 + Si xv-3, 


Să presupunem că a 4-3. —2. —1.0, 1. 2, 3]. Pentru ce valori ale lui a, polimamul 
a) tă —9x— 9: b) XIX — AX — 12: 0) = 3 = X+ 3) 44 = 9 
Mie) 10 + 9: DX 6X + IA + 6X, este divizibil cu X-a? 
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5 Matematică — Algebră. ela VI-a. 


5. DESCOMPUNEREA POLINOAMELOR ÎN FACTORI. 
FORMULE SPECIALE 


crierea unui polinom ca produs de factori ireductibili prezintă aceleaşi 
avantaje ca şi scrierea unui număr natural ca produs de factori primi ; este utilă 
în special atunci cind efectuăm operaţii cu fracţii. 

Nu putem descompune întotdeauna efectiv un polinom în factori ireducti 
je cele mai multe ori ne limităm la a-l descompune în doi factori. 

în clasa a VIl-a am învăţat citeva formule speciale, care ne ajută în descom- 
punerea în factori a polinoamelor. Să le reamintim : 


— formula de scoatere a factorului 

comun ; a:b+ta:c=a-(b+c) 
— formula de restringere a pătratului 

binomului : 


— formula de descompunere în factori 
a diferenţei pătratelor : 


bili 


=(atb)-(ab) 


Să folosim aceste formule pe citeva exemple. 
Exemplul 1. Polinomul X* + 4X" se descompune în factori în mod evident : 


- = pi i 
XE + 4). La fel, polinomul -L- w+ Ei XE — X se descompune de exemplu 


1 
astlel = X = ( = 


L] 
= sau astral: 


ÎL x ax + x 2). 


Exemplul 2. Constatăm imediat că polinomul X* + 4% + 4 este pătratul 
unui binom : (X* + 2). La fel, polinomul (SX+ 2) + 2(5X + 2)+ 1 este pătra- 
tul lui (SX+ 2)+1=5%X+3. 


Exemplul 3. Polinomul 2SX! — 9 poate fi descompus în produsul (SĂ! + 
+ 3) (5% — 3), sau în produsul (5% + 3XV/SX +V/3XV/5X —V3); ultima des- 
compunere este o descompunere în factori ireductibi 


EXERCIŢII 


1) Eliminaţi parantezele Fi 


4 1 
a) QXrap:; b) QX—DU+S): c) +2) 0) 20GX— BA, 


ed (E — IA — 3 = 5) 
2) Scoateţi factor comun 


MA 300 Da BA a e NE 0) (3% IP + S3X— Di 0) (6% Ir 6 i 


.2 (22 )i(z+2) EDT DX — A) XA Hr 64) 


3) Completaţi piră ia păvratul unui binom 
n) 9% + + 25; b) 9 — + 100; 0) 25— 10% + i 0) 16 207 se) — 12% +... 
4) Restringeţi : 
. 1 4 

a) PAS: by PW—IZErat c) DMX ral: o Xryr = 
e) 12%? — 12X + 3. 

'5) Descompuneţi în factori : a = 

î) 49% — 165 03X + 2) (2X + 3): e) (SĂ + 1 16%? d) BX — 2% i e) 250 — 10, 


Descompuneţi In factori 


a) % — 2: by — 3% i c)2X — A 


O altă formulă specială, mult utilizată în descompunerile în factori, este for- 
mul diferenţei cuburilor : 


(atb)i(a —ab+b) 


Observaţi cu atenţie deosebirile dintre cele două formule. 


EXERCIŢII 


1) Descompuneţi în Inctori polinoamele : 
] 
XX — DX ie) + 235: 010% + 


] 
> + 24 2Vie 
8% 20: BX 242: 

2) Descompuneţi în factori 


a) x 20 Dai pr 2 i | ră 


[53] pescompuneti în factori 


a)X = 23b)X — 300% —4:0)W 2 


Uneori putem descompune un polinom în factori căutindu-i un factor de 
gradul 1. 

De exemplu, fie polinomul AX) = X” — Să? + 8X — 4. Suma coeficienţilor 
săi, | — 5+ 8 — 4, este 0. Deci polinomul se divide cu X — 1. Efectuind impârți- 
rea, obținem P(X)= (X — 1)-(X? — 4X + 4) şi observăm că putem descompune 
PX) > (X — IX — 2). 

Al exemplu. Să descompunem în factori polinomul 71) = X* —7X — 
— 12X + 18. Deoarece suma coeficienţilor săi este O, polinomul se divide cu X — 1: 
TUX) = (X — DE + X? —6X — 18). Deoarece 3 +3 —6-3—18=0, putem 
descompune X' + AX! —6ă — 18 =(X — IMA + 4% + 6). Deci am descompus: 
TU) > (A — DX — 3 ai 6). 


> Pa 


Din exemplele de mai sus rezultă că în general, descompunerea în factori a 
unui polinom este dificil de executat. Nu există reguli generale de lucru ; trebuie 
folosite toate posibilităţile avute la indemină, uneori chiar artificii de calcul ce 
denotă ingeniozitate. 


Observaţie. Dacă un polinom are toţi coeficienții numere intregi și se divide cu XY — a, unde 
a E Z, atunci a este divizor al termenului liber al polinomului. Verificaţi aceasta pe exemplele de mai 
sus. 


EXERCIŢII 


1) Descompuneţi in factori 
a) XX 6: b) +6: 0) X— 10X+ 16; 0) XIX +12; 0) XI 9X+ 18; 
Da —7x +2. 
2) Descompuneţi în fnetori 
1) AX 7X+ b) W 6% ră 6; c) 41-74-36; d) W—3X+2; e) 4! — 
12% + 16; 4% — 4% 9x49, 


5] Descompuneţi în factori : 


a) AX! — 254 + 60X— 36: b) A 6X'+ 11% + 6% — 24; c) A —4X rata: 
dA — S% 4 se) + 4ă — 32: DX —X —8X1+8 


Polinoamele în mai multe nedeterminate se descompun mult mai greu în 
factori. Nu există metode generale ; reuşita descompunerii depinde foarte mult 
de utilizarea adecvată a formulelor speciale. 

De exemplu, pentru a descompune în factori polinomul 


K+ 207 + Pr +XZ+ YZ, 


grupăm termenii în două grupe : prima grupă (formată din primii trei termeni) 
este pătratul unui binom ; în a doua grupă scoatem factor comun pe Z. Polino- 
mul se scrie: (X+ Y +(X + Y)Z. Scoţind incă odată factor comun, am des- 
compus în factori : (X + YXX+ Y+ 2). 

Alt exemplu : fie polinomul 9X? — 6XY + Y' — 9. Primii trei termeni pot fi 
restrinşi ; polinomul devine : (3X — Y) — 9. Folosind formula diferenţei pătra- 
telor, am reuşit descompunerea polinomului în factori : 


GX = Y + 33X— Fr 3). 


Alte exemple : 

XW—3FV + = WF + VP -Xr = 00-07) = rP+ 
+ IDOL — Pr - 1; 

XP+X = FP-1= XP + D= 0+ D= OEDIP + D= + DX — 
— DE + D: 

X—P-Z+212Z—2X+ 1=(0—2X+ D-(P—212+2)= (1 — 
—Y-2i=X+r-Z-IWX-—Yr+z-v; 

X — 5XV +6 = X —2XY— 3XY + 6! = MI — 20) — 3H(X —2V)=(X 
— 3YWX-— 2W); 

XX APV rap PX UA Vp — Ip 
= +XV+ PAX —xr+r): 
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Po PY + PP — CP + AV — PF = = Pt Ar TV) + 
+ PX > UE + XP + PX — DUE +IV+ AX AY YA Y). 


EXERCIŢII 


[5] Descompuneţi în factori (toate literele care apar sint considerate nedeterminate) : 
DA AB+AB + Bic) XV +AX+ BX + AB: O AVI 


a) -Xr+ăr= Pi 
DX tak tat a. 


PSP + IS:e)X Fr XF taăY-aX-aV-a': 
[35] Descompuneti in factori : 

a) XA 20 3 i pp Pi c)9X — IX +4: d) 9 
— 167 :1)27X — 0Y 

35] Descompuneţi în factori : 


BD) CX — PA — Zi) + (= ZM — Pi e) X-a — bi + ab: 
27 + Pi A+ A ări rr 


- 12XY + 3 se) RIXY 


a) (Ar War i 
A) dat By e Bă aie) 


ori 
4) Descompuneţi In factori ireductibili, căutind mai intii un factor de forma X — a 
a) — 2% 9% 4 6ib) 4% Xe) + 20 — SX— 630) — 23% — 17: 


e) 3 ra +2. 


6. CEL MAL MARE DIVIZOR COMUN ȘI CEL MAI MIC 
MULTIPLU COMUN A DOUĂ POLINOAME 


Fie polinomul T(X) = X" — SX* + BX — 4. Care sint polinoamele care îl divid ? 
Obseniind că se divide cu X — 1, putem să-l descompunem în factori: 71%) = 
=(X = IX — 2). 
Acum este evident că polinomul 7(X) se divide cu X — 1, cu X — 2, cu 
(= DX —2)= i — 3% + 2şicu(X — 2) =X —4X+4. 
Fie polinoamele 
P(X) = 6X? — 24X" şi Q(X) = 3X" — 12%" + 12X. 
Descompunindu-le în factori, putem scrie : 
P(X) = 6X(X + 2XX — 2), Q(Ă) = 3MX — 2). 
Să observăm că binomul X — 2 este divizor al ambelor polinoame P(Ă) şi 
O(X) : spunem despre ul că este divizor comun polinoamelor P şi O. De asemencii, 
polinoamele X şi XX 2) = X—2X sint divizori comuni polinoamelor 


P şi 


o. 
lată lista polinoamelor care sînt divizori comuni lui P şi O: 


— polinoamele constante a ; 
— polinoamele de forma aX ; 

— polioarnelei des foame ali — 2): unde a este un număr real 7 0, 
— polinoamele de forma aX(X — 2), 


Observăm că toţi divizorii comuni lui P şi O divid şi pe M(X— 2) x 
— 2X ; acesta este numit cel mai mare divizor comun al polinoamelor P şi O 

Dacă luăm polinomul 3X(X — 2) şi polinomul 2X(X — 2), observăm că ele 
sint multipli ai tuturor divizorilor lui P şi Q ; putem să le numim şi pe ele „cel mai 
mare divizor comun al polinoamelor P şi O" ; preferăm insă să lucrăm cu X(X — 

2) — A — 2X, deoarece coeficientul termenului de gradul cel mai inalt este | 

Să observăm că divizorii comuni lui P şi O au gradele 0, 1 şi 2, iar cel mai 
mare divizor comun lui P şi O are gradul 2, 

Definiţie. Fie două polinoame P(X) şi O(X). Un polinom D(X) ce are ur- 
mătoarele proprietăţi : 

1) este divizor al luiP(ĂX) şi al lui Q(X) : 

2) orice divizor al lui P şi O este divizor şi al lui D(X), va fi numit cel mai 
mure divizor comun al polinoamelor P şi O. 


Observarii.. 1) Cel m, re divizor comun a două polinoame mu exte unic : orice polinom de 
forma aD(A). unde a exte un număr real 7 0. are si el proprietățile 1) și 2) 

29 Col ms mure divizor comun a detă polinoame P şi Q este divizor comun al ui Pe și a lui 
re eradele divizorilor comuni lui Pi Q. 


prelat său ieste cel mai mare di 


Cum putem obţine efectiv cel mai mare divizor comun a două polinoame ? 
Dacă polinoamele P și O sînt descompuse în factori ireductibili, atunci cel 
mai mare divizor comun al lor se obține luind produsul factorilor ireductibili co- 
muni, la puterea cea mai mică cu care apar în cele două descompuneri 


De exemplu, fie polinoamele : 
PX) = AX + 6X + 13% + 143 + 127 +8=(X+ 2) + Dyi 


Q(ă) = 2%" + 6X"' + 2X' — 2%" — 8 = 2% + 2)(4 + IXX 1. 


În cele două descompuneri apar factorii ireductibili X + 2, X +1 şi X 1 
Dintre aceştia, doar primii doi apar în ambele descompuneri. Factorul X | 2 
apare cu exponenţii 3 şi 2, deci va apărea cu exponentul 2 în cel mai mare divizor 
comun al polinoamelor P şi O. Cel mai mare divizor comun al lui şi O va îi poli 


nomul 


DX) > (+ 2500 + D= + 4% + S%X + 4% + a. 


Al exemplu. Fie AX) = 2X + 1 şi BX) = (X — IXX + 3). Nu există nici un 
factor ireductibil comun polinoamelor A şi B: deci cel mai mare divizor comun al 
Iui A şi B este 1 ; polinoamele A şi A sint prime între ele. 


EXERCIŢII 


1) Anaţi cel mai mare divizor comun al polinoamelor : 
fa) 0 IA 2MX = 30 si CĂ IMA — 2 3): DB) (A — IAA S) si (XM 5) 
A MA 30 si 0 i d) IAA 7) si AX = 7) e) XA DIA IMA i si 
AMA DIA + ID Scrieţi-l în formă canonică 
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2) Aflaţi cel mai mare divizar comun al polinoamelor 

„a XX i MIZA +A DX TA și XE 2Wr 1: ce) AX + 12449 pi NA + 27 
UA 3 20 XX 20) 80 — 32și 2V  14X + 20: 100X — 74-12 30 6A 24 
9 20 + 20 — Ai 44 — 12 — 40; h) XX 20 WAN 

3) Scrieţi un polinom AXĂ) de grâdul 2 asticl incit cel mai mare divizar comun al hui PCA) şi 

să fie D(X). unde - 

a) QUE, DA XI: by OU) 2 Ri DU) N 2: e) OA) 9 
— 12% 4 4, DIA) AA 2 


[a] Anati cel mai mare divizor comun al polinoamelor 
a) — Asi 2074 PD) VP) BA — INA — 7) 


[337] Aratati că polinoamele 
MA Ii tb) TIN + 25 1 sint prime intre ele. 


Nu întotdeauna putem descompune efectiv polinoamele în factori ireduc 
bili. Metoda de aflare a celui mai mare divizor comun, prezentată mai inainte, 
nu este uplicabilă întotdeauna. De aceea vom prezenta încă o metodă, algorit- 
mică, numită algoritmul lui Fuclid* 

Să luăm de exemplu polinoamele P(X) = AX + 2 24 şi OA) + 
+ X — 20. 

Împărţim polinomul P la polinomul O 

x + 2X — 24 |x' +X — 20 
X+ 20 [i 
X-4 


Obţinem citul 1 şi restul Ri(Ă) 
PAD) = 00-14), 
Impărțim polinomul O lu polinomul & 


Ip N 20, 4 
= + AX +5 
să — 20 
— SX + 20 

o 


Obţinem citul X + 5 şi restul R(4)=0: 
0%) = RI (+ 59+ 0 


Deoarece restul R; este 0, algoritmul se opreşte: restul R(X)=X-4 
este cel mai mare divizor comun al polinoamelor P şi O. 

Al exemplu. Fie polinoamele PIX) =X' —2X 14% —4X 4 şi 
XP — 3% + 2% —6. 


= Euclid — matematician grec ce a trăit în secolul HI f-e.n. în orașul Alexandria (Egipt) î este 
autorul unui faimos tratat de geometrie. 
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Împărţim polinomul P la polinomul O (efectuaţi împărţirea !). Obţinem 
citul X + 1 şi restul R,(X) = SX? + 10: 
PX) = Q(ă) - (X+ + (5% + 10). 
Împărțim polinomul Q la polinomul R, (efectuaţi !). Obţinem citul 


1 3 
= 3 si restul RD = 0: 


0) = RD (3 2)o. 


Deoarece restul RR; este 0, algoritmul se opreşte ; restul R,(X) = 5X? + 10 
este cel mai mare divizor comun al polinoamelor P şi Q. 
Observaţie. Putem spune că şi X" + 2 este cel mai mare divizor comun al polinoamelor P şi o. 


Alt exemplu. Să aplicăm algoritmul lui Euclid polinoamelor P(X) = 
= 2% — 2% — 2% — 2X — 4 şi O) = X — 3%: +4X—4. 

Împărțim polinomul P la polinomul Q. Obţinem citul 2X+ 4 şi restul 
RU = 2% — 10X + 12: 


PU) = QU) - (2% + 4) + (2 — 10% + 12). 
Împărțim polinomul O la polinomul R,. Obţinem citul La 1, iar restul 
RX) > 8% — 16: 
00 = RD (x + 1) + ex 10. 


| e IE 
Împărţim polinomul R, la polinomul R;. Obţinem citul = și restul 


RUD=0: 
1 EI 
ROD > ROD (pă 73) +0. 


Algoritmul se opreşte aici. Cel mai mare divizor comun al polinoamelor 
P şi O este ultimul rest 3 O obţinut, anume R(X) = 8X — 16. 


EXERCIŢII 


1) Folosind algoritmul lui Euclid, calculaţi cel mai mare divizor comun al polinoamelor: 
a) X+ 3X+ 2pi XX 2:b)A—SX ași + 20-63; c)I2WI+ SA Ip +A 1: 
AX IşiX—2x+1 

Aflaţi cel mai mare divizor comun al polinoamelor 

— 6% + IIX — 6 şi X — 84 + I9X — 12;b)6X + 134 [= 25 şi 240 + ax + 
)6X + A — X şi 4” — 6? —4X + 3:0)2Xi— 12X + 19: —6X + 9şi 4 — I8X+ 
X — Be) A+ 2% — A+ 2şi N 200 + x + 30240 — 0IXI — 94 + IX + 8: 
BD 3% — XIX si 3 + A+ XI + x — 2: h) A — 17X + 16 şi — 2x41. 


72 


3) Sint polinoamele 3. 
AX — Ss + sil 


3X + Lşi 2X0+ X + 1 prime între ele ? Dar polinoamele 
sx + 42 


Cel mai mic multiplu comun at pol 
MIX) ce are proprietăţile 

— polinoamele P(X) și OLX) divid polinomul MĂ) ; 

— dacă PLX) şi Q(X) divid un polinom TX), atunci şi polinomul M(X) îl di- 
Ade pe TLX) 

Cu alte cuvinte : 

— MOD) este un multiplu al polinoamelor P(X) şi Q(X) ; 

— dacă 7(X) este multiplu al polinoamelor AX) şi Q(X), atunci TUX) este 
multiplu şi al lui M(X). 


oamelor /1X) si Q(X) este un polinom 


Între polinoamele P(X), Q(X), cel mai mare 
mai mic multiplu comun M(X) al lor există relaţii 


PĂ 


izor comun D(X) al lor şi cel 


(AX) > MIA) 


Această relaţie ne permite să-l aflăm pe M(X), dacă îl cunoaştem pe D(X): 


MU) => LPUO - Q13)] po] 


Dacă polinoamele P(X) şi Q(X) sint descompuse în factori ireductibili, 
atunci M(X) poate fi luat produsul tuturor factorilor ce apar în descompuneri, 
fiecare factor la puterea cea mai mare. 

De exemplu, cel mai mic multiplu comun al polinoamelor 
P(X) => (X — IX + 20 + 3) şi OMX — XX +2) este polinomul 
MOD = X — A+ 2DU+ 3). 


EXERCIŢIU REZOLVAT 


Să aflăm cel mai mic multiplu comun a! polinoamelor 2X" — X*, 240 + X şi 
ax —1 


=AZA +, 
C—1=(24+ 1M2ăX— 1), 


In descompuneri apar factorii ireductibili X, 2X — 1 şi 2X + 1. Primul apare 
cu exponentul 2 în prima descompunere. Cel mai mic multiplu comun va fi 
XX — IM2ăX + Da 


EXERCIŢII 
1) Aflaţi cel mai mic multiplu comun al polinoamelor : 
a) (X — IO = 2) si E IMA 2 BD) (AX IX 200 3) și A DX 31 
şi (ă — DOE + 1%, 
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[23] Anati cer mai mic muniplu comun a! polinoamelor : 
N dat PN ahgi N — dat N + ae 
Serieţi-l in formă canonică, 


3) Aflaţi cel mai mic multiplu comun al polinoamelor : 
a NAN si KU Ie: DA TV pi Ara: Vi N ArA: 
MA I2N 432701 Be) A Nsi WI DA 3N 4 2şi Ai N 2 


No Anaţi cel mai mic multiplu comun al polinoamelor 
IZA Nail EBA PDA MAEI 
(N DAN Ii IA IA e il 9A 3 
[555] Anati cet mai mic muttiptu comun 
a) 00 IA oi RA INA Aia 


NP 2MNF 3 200 N = 20 — 2 şi 
AN + Sia ra 


[i - 
7. FUNCȚII POLINOMIALE ŞI ECUAȚII POLINOMIALE. 
TEOREMA LUI BEZOU 


le anterioare multe exemple de polinoame. Putem scrie 
acum forma generală a unui polinom în nedeterminata X, de gradul n : 


aaĂ ot ami tt az + a + au. 
+ ami”! + amX”, 


a» Sint numere reale, iar a, 0. 
"+5. Scriindu-l astfel : 


sau data +a 


unde coeficienţii aj. ai. ai... ani 
Să luăm de exemplu polinomul PAX) = 2X" — 
PUN) = 20 + (034 + 0X + S, recunoaștem coeficienţii 


Su 


Să înlocuim în acest polinom nedeterminata X cu numărul |; obţinem ca 
rezultat numărul 2: 11 — 3-1 + 5=4;il notăm P(1). Deci P(1)= 4. 


as = 2,a; = —3,a, = 0. a 


3 E 
Ducă înlocuim nedeterminata X cu numărul „obținem ca rezultat 


; aa 
numărul 2- ( 33) —3-(3) + s= su notăm (2), Deci P(3)= 5. La tel, 


P(2)= 2-2 —3-2+5=9, PA) 2: (01p—3-01p+5=0. 

Înlocuind nedeterminata X cu un număr x, obținem ca rezultat numărul 
— 3: + 5, care se notează Plx). Putem defini o funcţie 4: R — R prin 
P(x) pentru orice x E R. Aceasta este o funcţie polinomială. 
În general, polinomul ra 


GmĂ” + am +..+a 


+a + a. 


determină o funcţie polinomială R-—R, definită de formula AA)= 
Sam amet tax tax + a» pentru orice x ER. 
Funcţiile liniare, descrise de 


AM m-xta 
sînt exemple simple de funcţii polinomiale. 
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Şi luncţiile pătratice (+) mo x tat au sint luncţii polinomiale 
Fie /- R-— Ro funcţie polinomială, definită de 


AD am + ama! + at et tat a 


Orice număr r cu proprietatea că fir) = 0 va 
dm” aa eta ta + av. Rădăcinile reale 
sint tocmai soluțiile ecuaţiei polinomiale 


ă a polinomului 
acestui polinom 


a ami + ta tax ta =0.xER. 


Dacă a, 7 0, se spune că aceasta este o ecuaţie de gradul al n-lea. 

De exemplu, numărul —1 este rădăcină a polinomului 2X' — 3" + 5, aşa 
cum am văzut. Putem spune că — 1 este soluţie a ecuaţiei polinomiale de gradul ul 
II-lea 


2% —3x + 5=0,xER. 
Am văzut că ecuaţiile de gradul 1: 
axta=0.xCR 


(cu ai 70) au o singură soluţie, numărul - Ei Deci polinomul de gradul | 


mX + au are o singură rădăcină. Polinomul de gradul al Ilea X" + 1 nu are ni 
o rădăcină reală (de ce?). Se poate arăta că polinomul de gradul al IIl-leu 
20 30 + Sare ca rădăcină reală doar pe —|. 

Polinoamele, în special sub formă de funcţii polinomiale, apar în multe 
probleme ridicate de fizică, chimie, tehnică. De multe ori interesează aflarea 
rădăcinilor polinoamelor. În acest scop se foloseşte mult următoarea teoremă, 
datorată lui Bezout* : 

Teoremă. Numărul r este rădăcină a polinomului P(X) dacă și numai dacă 
binomul X — il divide pe PX) 


EXERCIȚIU REZOLVAT 


Arâtaţi că polinomul X”"! — mă” + (nn — 1) se divide cu X — 1, oricare ar fi 
numărul natural n. 

Într-adevăr, înlocuind nedeterminata X cu 1, obţinem 1”! 
+ (or — 1) 0; deci 1 este rădăcină a polinomului. 


EXERCIȚIU REZOLVAT 
Care polinom P(X) de gradul al II-lea are valorile P(—2) = 3, P(-1)=e6, 


son 


Fiind un polinom de gradul al II-lea, îl vom scrie 
PX)=aX + bit c.cuazo 


1, Etienne — matematician francez (1730— 1783) 


A găsi polinomul ce satisface condiţiile date inseamnă a preciza valorile coefi- 
cienţilor a, b şi e. 

Condiţia P(—2)= 3 se serie a: (—2f + b-(-2)+e= 3. La fel, celelalte 
condij i 


a-(-IP+Bb-CD+e=6 


Lt ! 
afl SI Lb ea 
a-| =) + p ( =) e 
Coeticienţii a, b şi e formează soluţia sistemului de ecuaţii. Rezolvindu-l, 
obținem a = —2, p=—3,c= 5. 


şi 


EXERCIŢII 


w D) Fie polinomul PAX) = 20 A 30 SAI 
a) Caleulaţi valorile P(-3), PL—2), PA 1). AO), PAI), (2), P(3). 


1 3 
r(3)- 1) 
€) Aproximaţi (cu eroare de cel mul 0.01) valorile P(-|2). P([2) Al). 
Y 2) În împărțirea (2X — SY + a): (X — 2), determinaţi coeficientul a în așa fel incit restul să 
fie 0. 
-u 3) Care dintre numerele —3, —2, — 


b) Calculaţi r 


este rădăcină a polinomului + 


A = 201 — 200 4x01 


a) A + 4 + x + 3: bă! 
20 — AX — SA — 5% x? 


[5] Anasi polinomul de gradul al doilea PR) = A + aX + a stiind că: 
3) A) = 30, 0) = 0, Ai 


—an=op( 3) n v:A-A y 
=> 4. A= 12 
Fie polinomul în nedeterminatele X şi Y : 
PX, D=2X +74 srl. 


Înlocuind nedeterminata X cu numărul 3, iar nedeterminata Y cu numărul —4, 
obținem ca rezultat numărul 2-3: + 3-(—4)+ S-(-4)+ 1 =—13, pe care îl 
notăm P(3, —4). Deci P(3, —4) = —13. 

Înlocuind nedeterminata X cu un număr x, iar pe Y cu numărul y, obținem 
numărul 2-xi + x-w+S-w+1, care va fi notat P(x, »). Acest număr este 
numit valoarea polinomului P în (x, y). 


Aşadar, PUI) 2-41 +sS-1+1=9: P(z.1)=2-(0)+ 


Li i 
Pe 50 Ii Aa 3) 520 C0P a Sa 30: 


PAV 2, 3) 2-(V25+ p2-3+5-3+1=20+3 13. 
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EXERCIŢII 
1) Afaţi valoarea polinomului O(X, Y) = 2X — Y' + 2îm: 
DU DB) 2 ec) (oi, 1 d) (1, —2% e) (3, 2 1 (4, 242% e) (2, 43) 


2) Pentru polinomul PX, Y 
a) Plx. 2: b) Plx, —D; e) AL. 


3) Fie polinomul AX, Y) 
P3,.p>= 9? 


WAY + VP + X, caleulaţi : 
) P-2..y). 
3XY + 2Y—X + 3, Pentru ce număr y avem P(3, y) = 0 ? Dar 


8, FRACŢII RAŢIONALE. 
AMPLIFICAREA ŞI SIMPLIFICAREA 


O. fracţie raţională este o pereche de polinoame P şi Q, scrisă astfel: 


Z „ Numitorul O trebuie să fie diferit de polinomul nul 0. 


24 +1 Pui 2ă +1 LD sait Pe di] 
lu, =: şi . . i s ii ra- 
De exemplu, Ss: i App Sint fracţii ra 
Și i Și La +. k 
ționale în nedeterminata X, iar Ii m Ve ai sint fracţii 


raţionale în nedeterminatele X şi Y. 


Fracţiile raţionale ale căror numitori sint constante 7 0 sint de fapt 
2X + 


polinoame. De exemplu, fracţia “A 


se identifică cu polinomul 2X* + |: 


2x + V6 


fracţia se identifică cu polinomul 3 K+ 1: fracţia 


2 
aa Re 2 6 4 
identifică cu polinomul ză X+ V> =V2ă4+V3. 


Putem amplifica o fracţie raţională Z cu orice polinom RO; ca 


R-P 
rezultat obţinem fracţia raţională RIO „De exemplu, amplificind fracţia 
+ a 
raţională Ea) cu polinomul X* + X. obţinem ca rezultat fracţia raţională 
(A? + AMZA + 1) 2X+ 3X2+ X 


(A AGA ID) 3 Fa XIX 


Ș = p : 
Pentru a simplifica o fracţie raţională —cu un polinom R 3 0, este ne- 


sar ca atit numărătorul P cit şi numitorul O să fie divizibile prin R. 


De exemplu, fracţia raţională fi simplificată cu 


7 


. 
d za __2X+1 i 2X+3X+ AX 
polinomul X : ca rezultat obţinem fracția 3: fracţia DAFIN FAX 


poate fi simplificată cu X, cu X+1 sau cu X?+X. Obţinem pe rind: 
XI 
+Ăă+I 


Primele două fracţii 


„respectiv 


+X 
ara 


34 + 3x: 3 
obţinute mai pot fi simplificate : prima cu X + 1, a doua cu X ; ca rezultat obţi- 
nem cea de-a treia fracţie. Aceasta nu mai poate fi simplificată cu polinoame de 


grad > 1 ; spunem că ea este ireducribilă. 


+ăX 


Ali: exarapiaei draciiai ae poate fi simplificată cu polinomul 


2X+ 1; cu rezultat obținem polinomul E XA. 


EXERCIȚIU 


(n Simplificați fracțiile raționale 


2) Simplificaţi 


DAE +9 
ÎL Era ar 

pa A 

dara dle 


3) Simplificaţi 


ax — ax 
[AXE 
[325] Simpiinicau 
pa Mx=6 
D 5 3X+2 ri 
S) Amplificaţi cu X. apoi cu X — 1 fracțiile 
x >. Meat MA+X+I +1 
Largu) Ep tea 


(6 Wmpliicaţi reacșiile 


astfel incit să obţineţi fracţii avind acelasi numitor. 
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9. VALORILE UNEI FRACŢII RAŢIONALE 
FUNCŢII RAŢIONALE 


Fie de exemplu fracţia raţională AX) — Să inlocuim nedetermi- 


2 1 
nata X cu numărul 2 ; obţinem numărul —— —, care se notează 2). 


1 ! 
Deci H2) = 3”: Dacă înlocuim nedeterminata X cu numărul —>-, obținem ca 


rezultat numărul  ———— = = = 2; acesta se notează 


[] Li 
7 (£ = ) Deci F (& 3 )= 2. Se spune că fracția rațională are valoarea —-. în 


) 
2 şi că are valoarea 2 în -L. De asemenea, RO= : 


1 


Însă, dacă înlocuim nedeterminata X cu —! (sau cu 1), numitorul fracţiei se 
anulează! Se spune că fracţia raţională F nu are definită valoarea în —! și în | 
În general, dacă Intr-o fracţie ratională FAX) = Ba dania Inele 


minata X cu un număr real 7, pot apărea două cazuri : 


Cazul 1 : Qir) = 0. În acest caz spunem că fracţia rațională F'nu are definită 
valoarea în r, sau că nu este definită în r. 


Cazul 2. Or) % 0. În acest caz fracţia raţională F are valoarea 0 înr: 
Pr), 

[9400] 

De exemplu, pentru a calcula efectiv valoarea Fr), unde 71%) 


BX + I2X + : _ U+ X-U2+X-8) 
IX IAA 0) e VOR, Serie FA) Se RT A) 


notăm Hr) 


şi vom  tolosi 


următorul algoritm : 


Pasul 0. Citeşte numărul r. Dacă r £ | şi r 7 6, continuă cu pasul | 
În caz contrar scrie „excepție“. Stop. 


Pasul l.a=r-8; Pasul 5. d 

Pasul 2. b= 12+a; Pasul 6. 

Pasul 3. c=r-b; Pasul 7. numitor = 6+e; 

Pasul 4. numărător = | + c ; Pasul 8. F(r) = numărător : numitor : 


Pasul 9. Scrie rezultatul Fir). Stop. pu 


X+I! 


Fie fracţia za. Numitorul are două rădăcini, anume 1 şi 2. 
Pentru orice număr rea! x, diferit de 1 şi de 2, fracţia are valoare în x, şi anume 
x Ă EN A , Se 
Iapa: Putem defini o funcţie A : RMI. 2] — R prin n) = pai 
aceasta este o funcție raţională. 
În general, fie AX)= ta) o fracţie raţională. Să notăm cu M mulţi- 


mea rădăcinilor reale ale numitorului O(X). Putem defini o funcţie f: RM = R, 
prin (x) = F(x). O astfel de funcţie se numeşte funcţie raţională. 


+ n 
el şi î: RMO —R, Ax) — 


Astel, funcţiile g : RMIJ —R, a) = 2 — = 


sint exemple de funcţii raţionale. 


1 îi == 
Şi funcţia r: R-—R descrisă de /(x)= FI Pentru orice x€ R, este o 


+1 
funcţie raţională. 
Studierea funcţiilor raţionale va fi făcută în liceu. 


EXERCIŢII 
CI CNE aa s 

1) Calculaţi valoarea fracţiilor raţionale de mai jos în : —1, |, —e 2 

A+ 2X+ 1 PRR Iată RE ai sale] i 3% 3x42 
fa Papă ZE al e Ea mi MIZA 2 i 7 XT6ăro 
2) Pentru ce numere a. fracţia rațional 

2x-—3 5 ax 3 3X — 17 12X —4 
DN) ara ec cea D acerlea 


za 
valoarea în a ? 
3) Scrieţi algoritmul pentru calculul valorii Fr). dacă FIX) este fracţia raţională : 
X+ XI = 2X + 2 


DIO Pa) 


10. OPERAŢII CU FRACȚŢII RAŢIONALE 


Priviţi circuitul electric desenat în figura |: doi rezistori, avind aceeaşi 
rezistenţă R, au fost legaţi în paralel cu rezistori de | k respectiv 2 kQ, iar cele 
două celule obţinute au fost legate în serie. Care este rezistenţa totală a circuitu- 
lui ? 


Cunoscind formulele de calcul ale rezistenţelor, vom putea afla rezistența 


primei celule : —A4-7- kA (am presupus că şi rezistența R este exprimată în ki- 
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Ra RKS 


. 
ma za Fig. WL.1 

3 2R e pizd 
loohmi). Rezistenţa celei de-a doua celule este pp 3 kI2. Deci rezistența 
totală a circuitului este de pi + Aducind la acelaşi numitor, 

putem să scriem : 
ERIE RU VI IZA Ma Ricbi2B 2R:+2R 2 
RYI R+2  (RTIXRYU (RTIXRT2 
_ AR +2R)+ OR F2R) _ _3R+4R 
WR UR + 2 R+3R+2 


Avem un exemplu de adunare a două fracţii raţionale (in nedeterminata R). 

În fracțiile raţionale nedeterminatele reprezintă de obicei numere reale ; 
chiar şi fracțiile reprezintă numere reale ; de aceea este natural să definim ope- 
raţii cu fracţii raţionale, care să extindă operaţiile cu numere : adunarea, scăde- 
rea. înmulțirea şi împărţirea. 


2X 5xX — 2 
De exemplu, pentru a aduna fracțiile raţionale ! şi ce al 
avind în vedere că au acelaşi numitor, vom proceda astfel : 
ai, 3 2 a ZX (Să 2% 2 Ia 
7 A E 
La tel, 
ANI _ 3 t4X+ DD _4X+4 
x=—1 X-—1 E au) 
EP XV 2 BX eX 2W 2 ANS, 
+y XAFY X+yY Fr CA 
2 x 2+.X 2xX —2 


Si observăm că putem simplifica 
2 — 
X+I 


.. Aşadar, putem spune că suma fracţiilor 


E, 
simplificare, este ——- . 


sI 


E) si A 
2A+ 
LI) n Ei RF 
2x43 
E) zu = sf 
MĂ — INA 
îs a] 
[FETE ZET) Dat ] 
FR repet Fi Ș 
În general, dacă s'io sînt două fracţii raţionale cu acelaşi numitor, 
e : +R 
definim suma lor asttel :P +4 A PER 
o o [74 


Pentru a aduna două fracţii raţionale cu numitorii diferiți, le vom aduce 
mai întii la același numitor, prin amplificare convenabilă, apoi le vom aplica 
regula de mai sus. 


Fi Li 
şi —7. Pentru a le aduna, le vom 


De exemplu, fie fracțiile îi 


aduce mai întii la același numitor, amplificindu-le cu X, respectiv cu X — 1: 
max a E catia e 
P. si k = x + x 1 i su n tă D , dati) 
X=I XXX DXX D MAD = 


Alt exemplu. Pentru a aduna fracțiile 


x 
Ap 
văm că cel mai mic multiplu comun al numitorilor lor este (X — 1)(X + 1). Aşadar, 
pentru a le aduce la acelaşi numitor, le vom amplifica cu X + 1, respectiv cu 
X>l: 

pe PMI E se să. d 

+ a E 7 
(x = (A = 


AR 2 XE 4) i 
A DAT) AFA 
i ee Ati : ; 
Sa adunăm fracțiile 7 şi 7 - Cel mai mic multiplu comun 
al numitorilor este produsul lor: (X + IXX — 1) = X? — 1. Vom proceda astfel : 
- en A 
SR Le d X+I 
X+I X=I XI 
+1 
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Să adunăm polinomul 2X + S cu fracţia raţională TI Polinomul 
+ e 


i : - i E 
poate fi scris ca fracţie raţională cu numitorul |: ————— . Cel mai mic multiplu 


comun al numitorilor este chiar numitorul fraciei A p- Vom proceda astfel: 
3 SAX A+ IA —S 
N 2x + 59+ E - == 
4 ) E d ] N Li 


De regulă, rezultatul adunării a două tracţii raţionale trebuie simplificat pe 
cit posibil. Preferăm, din motive evidente, scrierea lui sub forma unei fra 
ireductibile (insă aceasta este, în general, dificil de realizat). 


+2 
Asttel, să luăm ca exemplu fracțiile raţionale e, şi Pai p = Adu 
nindu-le, obţinem : 
X+ 2 0 E 0 d e 2X +2 
N+Ă AI MA+D MA+ n 


Rezultatul obţinut poate fi simplificat cu A + 1; se obișnuiește să se scrie; 
X+2 ] 


Alt exemplu. Să luăm fracțiile raționale 


MFA 


Adunindu-le (observind că cel mai mic multiplu comun al numitorilor este 
N N NA — INA LAN + D), obţinem : 


N 3x04 2X xn ES I 
PDA rar] 


3ArI = ad 
ES IE XETaE 
„Omervaţie. Am fi putut evita 0 serie de cakule dacă am fi observat de la Inceput că frucţia 
> E AAA ZA. pote fi simplificată cu X = şi inlocuit cu Ea a ă De ucecu 
atunci cind adunăm fracţii raţionale, este bine să verificăm înminte de toate dacă ele sint sa 
ireductibile, eventual să le simpliicăm 


Ale exemple. Să efectuăm : 


să 


a DR Sas, 23 2 LIFE SI 
3x XII OF D-3Ă SAAR 5 SARE Aa 
ed ape Aa e 20 0 se 1 A DĂ) 
PA XP (= AXX+ D 
X+1 - 


(= XXXT+D 


sau, observind că cel mai mic multiplu comun al numitorilor | — X? şi X + | este 
1 X+ DU =): 


ACE pa XP Li, cau 1 
BAC) orei a Ea 3 


În general, dacă = şi Esi sint două fracţii raţionale cu numitorii diferiţi, 


atunci suma lor este fracţia rațională 


S-P+O-R_, 
o-s 


Adunarea fracţiilor raționale are aceleaşi proprietăți ca și adunarea 
numerelor reale : este comutativă şi asociativă. Putem astfel să adunăm trei sau 
mai multe fracţii raționale, indiferent în ce ordine. 


EXERCIȚIU REZOLVAT 


3 î et SL e IA ua et, 
Să adunăm fracțiile raţionale Li Și Zr 
Cel mai mic multiplu comun al numitorilor este X? — | = (X+ 1)-(X— 1). 


Pentru a aduce toate cele trei fracţii la acelaşi numitor, 


vom amplifica prima cu 
X + l.iara doua cu X — 1. Obţinem astfel : 


2 Ea x-i 7% — BX + 7 
+ 
x €t XFI XI 


= 0E + 2X + DX 2X + D+OX —18X+D_ 
ia Xa 
9X — IBX+9 _ AX—1) ! _9x—9 


=) RI=A AFI 
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EXERCIŢIU REZOLVAT 
ES a 3 ra a Ezra 
Pa E 
Pentru a aduce fracțiile la acelaşi numitor, va trebui să amplificâm a doua 


Să adunăm fracțiile raţionale 


săi + P—2X0—2XY, 
(ă+ 
E mai AA în 


De ce credeţi că am scris rezultatul ca pătrat şi nu astfel : 
i —2XY+ PF 
F2XYI Y 


EXERCIŢII 


1) Aduceţi la acela 


mitor fracțiile. simplificindu-le in prealabil 


a 1 Xe PE i 
Cs e 27 Seal 3 Sara e ei ZT" 
2X — x 


o 


3) Efeetuaţi adunările : 
] 1 


y Ax 
; ; + 
MIER? pri 5) rar i O par * 2X+7 
A+ xy 
4 EI 
4) Efectuaţi adunările. simplificind (dacă este posibil) rezultatul : 
IX pp 2ă2 A 16 
azi part X=2 
Să ACE DRE azi 2 1 
ZA FA Du a | a 
N 2 i ! 
o 3 


+ : - 
XD ai DX 
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+ = r+z A+ Z yz 


+ E - 

DTP zKZ= [PE EEE 2) ESI) 
xz xy ! ' 1 ! 

x : în ; i ASE sr 

PPF D ZI AZI n d 3 = VFI ZI 


35] Etectuaţi adunările : 


mt a i tat 26) 1 Xe A+ 
[5] Fie. tractite 
3 axa 
= ș nat în „Bă ă a 
Liu A ATI ZA m x i 


Caleulaţi EX) > AMD E GUN: MAD > 20400 4 MAD: MAD > ANI E 304 + 27000. 


Efectuaţi adunările : 


le Ca ne i Mae ll SI i a JE 
i 30 +2 X—4X+3 * ) VA+4xr3 M+GA+a 

iai i 3) a A mA 
Opnsa fracţiei raţionale AX) este fracţia raţională - 


aa) 
care se notează —F. Scăderea fracţiilor raţionale se defineşte cu ajutorul 


[733] 
adunării, prin : 
G-F=G+CA 


De exemplu, dacă vrem să scădem fracţia raţională din fracţia 


DL vom proceda astfel : 
7 —a 7 
AFI AT XFI z: 
R _ _NX= DACIA + 4) 


Practic vom proceda ca şi în cazul adunării : 


ED 7 _„3X—4 _ IX D= (34) 
RE A aa 
pă «i p EA, 
Observaţie. Să observăm că opusa fracţiei este tracţia ——-: a e) 
i d 
De asemenea, să observăm că prin amplificarea fracţiei cu 1 obținem fracția o 
EXERCIŢII 
1) Efectuaţi 
U 4 SN 2X.—i 2 
xi X axa? ză E IE E) Cea XX2 ie 


se 


2A 34 +7 x+2 
RENI 0 Aa 9: 0 
2) Efectuaţi. vimplifiănd pe ci posibil rezultatul : 
le 2 ET LA E NEL E E Sea ee Lp e, 
A E Xa Ei Na i IRI 
“ ! x 
ră ă alt : = 4 
EET i Lg: 7 a i TIT] e d rar 
a, 
VII 
le e RD = DĂ can SA atata se Sia 
ni A 2 E tape a REZA 
Calculaţi fracțiile raționale AX) = AA) GAND AND: IND N = CAN MA 
IND MAD, Caleulaţi apoi fracția PUN) ANDI N) 1 MUN). Ce observați ? Puteţi explica ? 
a] rreccua : 
"Pe: N 249 € an : 204 > s 
e AZ ar ali ZE, rara Are y-r, A 2 EI) 
NY + Nr A+ 1344 309 
e Se +2 i d) = 
par Ei AY CA 202 0 30 AA 2030 a 
A Urz, tătz 
e = pe 
E) yz 
definiţie, — fracţia 


Produsul a două fracţi este, prin 


raţională i 


Observăm că numărătorul produsului este produsul numărătorilor, iar numito» 
este produsul numitorilor tracţiilor. 


rul produsul 


De exemplu, să calculăm produsul și Rs: =: 
at ÎN pai) ORE 6, pia) IE, 
N XP 2 ANA) 


acest exemplu 


ce (pe cit posibil) rezultatul ; 
+ 2X şi putem scrie : 


Se obișnuiește să se simpl 
putem simplifica cu X(X + 2) = X 
—4 


2X 


x+2 

Simplificarea poate fi făcută chiar de la început. după ce am descompus 

în factori numărătorii şi numitorii. Orice factor care apare într-unul dintre 
numărători şi într-unul dintre numitori poate fi simplificat. 
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Luind din nou exemplul de mai sus, să descompunem numărătorii şi 
numitorii în factori 


X 


2X __ (X+2XX —2) 2X 


X+2 x X+2: 
Observăm că X apare ca factor la numitor si ? numărător ; la fel X + 2. Îi 
2 


simplificăm ; rămîne 
) 


Pentru a efectua produsul fracţiilor raţionale ob- 
servăm că X poate fi simplificat : 
X—2 ăi ZĂ, 
x XI AI 
Alt exemplu. Să înmulțim fracţi u fracţia At 
pill ile Ca aaa 9 Ne ae 


Descompunem în factori numitorii şi numărătorii ; 
1 = INA + A+) 


cele două fracţii se scriu: 
+1 


AFI XA 
Observăm că X — | şi X + | apar ca factori la un numărător şi la un numitor ;îi 
simplificăm şi scriem : 
At Re, cil) XX IX X+ ID! i Map 
X+2X+I (Ar MAD 


polinomul ca fracţie raţională cu numitorul 1: 


putem simplifica factorul X — 


XE e 
E 
Observăm că putem simplifica factorii X — Y şi X (0 singură dată !). Aşadar: 
da ÎN, deci d ÎI a jap e ji 
XE x XA Pr 
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Inversa fracţiei raţionale E este fracţia raţională = (presupunind că 


polinomul R este diferit de polinomul 0). Într-adevăr, după simplificarea cu 
în Snayera e ae RS 
: Sa Si pia SIR 30 i 
Împărțirea tracţiilor raţionale se defineşte cu ajutorul înmulțirii, astfel: 
LE RDS 
(2 Sg. E: 
Gitul unei fracţii raţionale prin alta se obține înmulţind prima fracţie 
celei de-a doua. 
Reţineţi şi formula : 


cu inversa 


alx 
Ş 


De exemplu, să împărţim fracţia raţională 


Procedăm astfel : 
A — 2% 
X+I 


Să scriem citul ca fracţie raţională, Folosind for- 


(+ 3X2X + LE), 
Eau) Ce sea PENE da te) ea re ea 


mula, îl putem înlocui cu E EP EI 
2X+1 


X+ 3 şi cu 3X + 2, obţinem „ Putem scrie : 


EXERCIŢII 


1) Efectuaţi inmulțirile de mai jos, scriind mai intii polinoamele ca fracţii cu numitorul |: 


at : 
30) A ni 0) (Arata) 


a) Xe Dia 2x+ 


Ei Xa 


s9 


2) Efectuaţi : 
Ş 4 ax 
Dire zu era 
x+I MA — 7) 
SIE 50100 aaa 
A+ 2 
i 125 


[35 | Erectuaţi inmutirite 


sa 
[Ei 
A NI 
E) e 
E 


INTE b) 


Ali ai az a 
ZT W 


y 


5) Prectuaţi impărțirile 


șa) va 
m) iri A 
ae: 7 uda Ei 3 
NAN 073 dat m, 
xy ai A 
6) Sericţi ca fracţie rațională : 
Msi A 
CESE y 
EEE re BEP 
i ISN) ) TEFZ ZE 
va [ar 
recruți 
' 
n 


LUCRĂRI PENTRU VERIFICAREA ÎNSUŞIRII UNOR CUNOȘTINȚE 
ȘI DEPRINDERI DE BAZĂ 


LUCRAREA II 


1) Efectuaţi 

în) (GA BA 24 (340 F 20 4) DUSA — 4043) (207 — 504) LcNBN = VISA n: 
AA 300 00 6 AA 302) 

2) Descompuneţi în factori 

a) 16%: — 4: b)3A + 6A e 3 sc) = PA AAA A, 

3) Arătaţi că polinomul X — 3 divide polinomul A” — SA — 3, 

AA 1 mai mare divizor comun şi cel mai mic multiplu comun al polinoamelor 
Wata ra 


LUCRAREA AI 


1) Simplificuţi fracţile raționale 


pp BIZ ay NXtoax+ nu 
a 2 ay 7 "E ET: ' 
2N 1 cl 
2x CI sale” d ă 
Ci AP 0 E) 
1 Ce frmeţie rațională poate fi scrisă în locul semnului .... astfel incit 
WAN XI = 241 ' 
+ A — 2 
EI) De i ) 
4 Etectuaţi 


CAPITOLUL IV 
ECUAŢII DE GRADUL AL DOILEA 


1. PREZENTARE 


Multe probleme practice se pot rezolva folosind ecuaţiile. De exemplu, să 
presupunem că un arhitect vrea să proiecteze o cameră de 15 m”, dorind ca lun- 
gimea camerei să fie cu 2 m mai mare decit lăţimea. 

Dacă notăm cu x lăţimea camerei (măsurată în m), atunci lungimea camerei 
este x + 2, iar aria camerei este (x + 2) - x. Putem rezolva problema arhitectului 
dacă reuşim să rezolvăm ecuaţia : 


(x+ 2)-x= 15 (xER) 
Această ecuaţie este echivalentă cu ecuaţia : 
x + 2x —15=0 (AER), 
3 


care este o ecuaţie de gradul al II-lea. O soluţie a sa este evidentă, anume x 
Dar ecuaţia mai are încă o soluţie, anume — 5 (verificaţi !). 


Arhitectul îşi rezolvă problema dacă proiectează camera avind lungimea 
de 5 metri şi lăţimea de 3 metri. Aceasta este oare singura soluţie acceptabilă 
pentru arhitect ? 


DEFINIȚIE. Vom numi ecuaţie de gradul al II-lea orice ecuaţie de forma 


ax tbxtc-0 (x HN) 


cu a, b. c numere reale. Putem presupune de la inceput că ga 7 0, căci pentru a = 
obţinem b ecuaţie liniară (de gradul 1). 

Să notăm P(X) = aX + PX + c; acesta este un polinom în X de gradul al 
I-lea ; de aici provine şi numele ecuaţiei. Soluţiile ecua mai numesc şi 
rădăcini ale polinomului. 

De exemplu, 7 este soluţie a ecuaţiei x — l6x + 63 — 0, deoarece este 
adevărat că 7- — 16 -7+ 63 = 0. Notind P(X) = — 16X + 63, constatăm că 
P(7) = 0, deci 7 este rădăcină a polinomului P(X). 8 este rădăcină ? Dar 9? 


LPă 


EXERCIŢIU REZOLVAT 


Pentru ce valori ale lui m şi n ecuaţia x” + mx + n = 0 admite soluţiile 4 şi —2? 


Deoarece 4 este soluţie a ecuaţiei, inlocuind necunoscuta x cu 4 obţinem 
propoziţia adevărată 4 + m -4 + n = 0. La fel, din faptul că —3 este soluţie, obţi- 
nem propoziţia adevărată : (—3> + m-(-3)+n 0. 

Deci m şi n sint soluţii ale sistemului : 


16+4m + n = 
9-3mtn=0. 


Obţinem m = —l şin = 12. 


Dacă notâm P(X) = X + mX + n. faptul că 4 şi —3 sint rădăcini ale 
polinomului P(X) se exprimă prin condiţiile P(4) = 0 şi P(—3) = 0, care conduc 
la sistemul de ecuaţii de mai sus. 


EXERCIȚI 


1) Formaţi ecuaţiile de gradul al II-lea care au coeficienţii a, B. e daţi In tabelul următor (pri- 
mul rind este completat ca model). Verificaţi, pentru fiecare dintre ecuaţii, dacă vreun element din 
mulțimea 


(o SRI i) este soluţie 


2j Precizaţi coeficienţii a, b, e 
iecare dintre ecuaţiile 
a) 2 — 20x +,119=0: 
bax + 150:c)2x + 15 =0; 
dx = Die) x + du 20:09 20: 
U 


penur 


px tal? 5 0:h) x 
+ Sa 5 = 0: îmi + 1 + 2 
+ m + 2)=0, 


[3] Dimre urmatoarele ecuaţii. care sint echivalente cu ecuaţii de gradul al Il-leu ? 


a) x Dx DS e 39 2 Bata 2 D= tt Dat): 
c)(2x — IMâx! + 2 + DD — Buy +2x+ 15)=0: A) 2 + + +2 x 1) =0. 


4) Este $ o soluție a ecuației —x' — da + $ = 0? Dar -S5? Este —1 +|2 rădăcină a tri 
nomului A! — 2X —1?Dari+ [22 


[35] «o Anati valoarea lui m stiind că 1 este soluție a ecuaţiei 
5 mt 7- mp0. 
b) Pentru ce valoare a parametrului p. ecuaţia px” — Sx — 4p = O are soluția 2? 


93 


2. REZOLVAREA ECUAŢIEI DE GRADUL AL II-LEA, 
CAZURI SPECIALE 


De exemplu, să rezolvăm ecuaţia : „ 
6x00 WER). 


Constatăm imediat, prin înlocuire directă, că numărul 0 este soluţie a 
ecuaţi 
Să presupunem că numărul real s este soluţie a ecuaţiei ; atunci, dacă înlo- 

cuim necunoscuta x cu s, obținem propoziţia adevărată s — 6s = 0, sau si = 6s. 
Distingem două cazuri : 
— soluţia s este 0; 
— 570; în acest caz, împărțind ambii membri cu s, obținem s = 6. Deoa- 
rece 6 — 6-6 = 0, ecuaţia are două soluţii : 0 şi 6. 
Să considerăm polinomul P(X) = X* — 6X. Ştim că rădăcinile sale sint 0 şi 6. 
Dacă-l descopunem în factori : P(X) = A(X — 6), observăm că cei doi factori sint 
de forma X — s, unde s este rădăcină a polinomului. 
Alt exemplu : ecuaţia (x — IXx + 15)=0 (xER). 
Înlocuind necunoscuta x prin numărul s, presupunind că acesta este soluţie, 
obținem (+ — IXs + 15) = 0. Dacă s 7 1, impârțim ambii membri cu s — 1 şi obţi 
nem s + 15 = 0, adică s = —15. Ecuația are două soluţii, | şi — 15 (verificaţi că 
sint soluţii 1). 
Polinomul P(X) = (X — IXX + 15) este deja descompus în factori. Observaţi 
legătura între factori şi rădăcinile sale ! 
Pentru a rezolva ecuaţia 2x + 3x = 0, x E R, se obişnuieşte să se procedeze 
astfel : 
— se descompune în factori : x(2x + 3)=0; 
— fiecare factor ne dă o soluţie ; din x = 0 obţinem soluţia O ; din 2x + 3 = 


s 3 
obținem soluția — 3 


EXERCIŢII 


1) Rezolvaţi ecuaţiile tpresupunem x E R) 
a) x > da iba = nic) = id) 2 = —7x 


2) Rezolvaţi ecuaţiile 

a) x În — Di bi 2r 0 :c)2% —6x=0:d0)2% + 6x =0;c)7% -x=0:D-Sx 170: 
e) 0.6 3-0. 

3) Rezolvaţi ecuaţiile 

a) ax + 3) 0ibhia tt IM 2) = 0: cu + 2Mu — 3) = 0; d)(2x% — SXSx —-2)=0; 
e) (dx — BM2x — 13) =0, 

Am rezolvat ecuaţii de gradul al II-lea de forma ax + bx = 0 (deci în care 
lipseşte termenul liber). Vom rezolva acum ecuaţii în care b = 0, deci de forma 
a +e=0. 
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De exemplu. să rezolvăm ecuaţia 


K+ 8I=0, xER. 
Ca de obicei, presupunem că numărul s este soluţie a ecuaţiei : să înlocuim 
necunoscută x cu numărul + ; obţinem propoziţia adevărată s* — 81 = 0, pe care o 
putem serie astfel (5 + 9Xs — 9) =0. 
Distingem două cazuri : 
Ds=-—9: 


2) 7 9 în acest caza + 97 0; impărțind ambii membri cuv 7 9, obyi- 
nem s 9 Odecis = 9. 

Atit —9 cit şi 9 sint soluţii ale ecuaţiei 

Să observăm că polinomul P(X) = X* — 81 se descompune în factori astfel : 
P(X) = (X + 9XX — 9): factorul X + 9 ne dă soluţia —9, iar factorul X — 9 ne dă 
soluţia 9. 

Alt exemplu : să aNăm soluţiile ecuaţiei 5x' — 3 =0. 

Polinomul P(X) = SĂ” — 3 se descompune în factori astfel : 


3 3 
=). sh Va ă V> ) 
A ui ae 3 
Deci ecuaţia are soluţiile — gi ga 


Să rezolvăm 


po = si 


cum ecuaţia : 
6x +11l=0, x€ER. 
Pentru orice număr real s, avem s' 2 0; deci 6s > 0, de unde rezultă că 


6 4 IL > 00 > 0, Aşadar, dacă înlocuim necunoscuta x prin numărul s, 
propoziţia &s +1 0 este falsă, oricare ar fi s. Ecuația dată nu are nici o soluţ 


XERCIȚII 


1 Rezolvaţi ecuaţiile 
a) Lo Dib)âN 10 0ie) x 49 0i0)20 BO) + 1 Dia! — 0050, 
8) x o R=0:m x +20, 
Rezolvaţi ecuaţiile 


IN) 3=0:b)| 20-42 = Di ch! — 0,50: 90 dau = ie) 49x Stii 
Da pay 0 


Exemplele de mai sus ne arată că ecuaţia de gradul al Il-lea ax + bx +c=0, 
în cazurile b = 0 sau c = 0, se rezolvă simplu, prin descompunere în factori. 
Rezolvarea ecuaţiei prin descompunerea trinomului în factori este posibilă şi în 
alte cazuri. 

De exemplu, să rezolvăm ecuaţia 


Ax rântr IS0(xER). 
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Descompunem în factori polinomul AX) = 4X' + 4X + 1, astfel: PX) = 
= QX + 1 = (2X + IX2X + 1). Amindoi factorii ne dau acecaşi rădăcină 


a polinomului, anume— +. Ecuația are deci o singură soluţie ; dar, se obisnu- 


ieşte să se spună că polinomul are rădăcină dublă. 

Al exemplu . Fie ecuaţia x! + 2x — 3 = 0. Vom descompune în factori trino- 
mul X* + 2X — 3, scoţind în evidenţă un pătrat perfect : X + 2X — 3 = A+ 2N+ 
+ 1—4= = (XA Ir 2N0X E 1 —2)=0X + 3XX — 1). Aşadar ecuaţia 
are două soluţ 

Scojind în evidenţă un pătrat perfect, ecuaţia x: — 2x + 40 = 0 poate fi Inlo- 
cuită cu ecuaţia echivalentă : 


(x— 15 +39=0. 
Observăm că ecuaţia nu are nici o soluţie. 


Ecuația x —(| 2+| 3)x+ | 6 = 0 se rezolvă observind că trinomul din 
membrul sting poate fi descompus în factori asttel : 


AX —V2+ VIA + V6= A —AM2—A3+V6 
= MA —V2 — VUX —VD> = V2Xă — V3), 
Soluţiile sint deci | 2 şi |3. 


EXERCIŢII 


1) dora) Explicaţi de ce următoarele ecuaţii nu au soluţii 


mp2: hai tout 9 lieu 9 4 29 04 
2) Rezolvaţi ecuaţiile (a. b și m sint parametri reali) 
a) 10: Pie > 1005090 1 ceha 0.01 0 e 0 cl e dr 


h)0.0004x — 625: ix dar 
m) 2 = 3m 
3) Anaţi toate numerele reale care sint egale cu pățratele lor 


[33] vânica a sera 


„Ecuația 4x | 2 — 2x| 6 = O se rezolvă asfel : trecem termenul 2x| 6 In membrul drept, schim- 
bindu-i semnul : 4x'| 2 = 24| 6; impărțim ambii membri ai ecuaţiei prin 24| 2 și obținem 2 = |: 
sie 
deci soluția ecuaţiei este E. In ce constă greşeala lui lonică ? 


0049 0 54 09 SO e da 9 0: Sa ta th = 2ahi 


S) Rezolvaţi ecuaţiile (n este un parametru real) 

a) (x Ba 5920: bhăa — Sat 5.19) - 0 cdutSx — 13) 04) 12% = Vie) + 3ia=0: 
D2% = 19xsg) x = Sox:hi— x + 2x20; ia 9 Ia 9 0 tm Doha ti) 
= DU mi. 


Rezolvaţi ecuaţiile : 

a) (a + Ir — 25=0:bix dat ici tut 4 —1:dia dat 4 Diet tI0at 100 
în — 10x + 25 = 0: +20 Six LI0=0:hix — (0 mt m Oil x +34 1=0. 
Dx — 77 = 2: tim t mn 0: bmnx timi mat 1 0imronroi 
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i A proxima cu eroare de cel mult 0.01. rădăcinile ecuațiilor : a) + — 2: bx ms 
= 7:e)3x s=0 

a) Demonstraţi câ dacă a, b sint două numere reale astfel incit ab = 0, atunci cel puţin 
unul dintre ele este 0. 


b) Demonstraţi că dacă a. P. c sint trei numere reale astfe! incit abe = 0, atunci cel puţin unul 
dinure ele este 0. 


<) Rezolvaţi ecuaţiile 


tat Da 20000 DA Ii tat VS 1 VS 


9) O coală de hirtie pentru desen are aria de | m' sar raportul dimensiunilor egal cu Vă 
Anaţi dimensiunile, cu aproximaţie de 1 mm, 


3. REZOLVAREA ECUAŢIEI DE GRADUL AL II-LEA. 
FORMULA DE REZOLVARE 


Vom stabili o metodă generală, care ne arată dacă o ecuaţie de gradul al 
II-lea are sau nu soluții, iar dacă are soluţii cum le obținem. 
Să luăm de exemplu ecuaţia : 
15% + 8x10, XR. 


Împărțind ambii membri prin 15 (asuel încit coeficientul lui x" să devină 1), 
obţinem ecuaţia echivalentă : 


+ 3 + L =0 
XE îs E 2 13 
RI LI . 
Sa considerăm trinomul PX) = X + js X + 13: Să ne reamintim formula 
[E + 2uN + u. Vom încerca să scoatem în evidenţă un pătrat perfect, 
A e ci bă 4 
care să conţină primii doi termeni ai trinomului. Din 2u > obținem u — js? 
Să descompunem în factori : PA 
eee (5)! 
g i ! ] 
Deci ecuaţia are soluțiile — 3 Și — 3 
Ecuația 15x' — 150x + 405 = 0 este echivalentă cu: 
x — 10x + 27 =0, 
E 97 


Matematică — Algebră, ela VUl-a 


Lă 
adică cu (x — 5) + 2 = 0 : deci ecuaţia nu are soluţii. 
Să procedăm la fel şi în cazul general. Ecuația 


ax + bx+e=0 


[ 
este echivalentă cu ecuaţia x + x + <—=0 
a 


Lia b 
Sa considerăm trinomul P(X) = X! +2-X +. Din 2u = —- obținem u = 
FI a 


Vom completa un pătrat perfect : 


E p p be, BY _ bi — dac 
= 42 E: = (x 5 ă 
toată ale li (3) (3) si (n +a) Ei 


Putem descompune trinomul P(X) în factori de gradul | numai dacă 


numărul 0, Semnul acestui număr este acelaşi cu semnul 


numărătorului P' — 4ac. De aceea, numărul P” — 4ac este numit diseriminantul* 
ecuaţiei (sau al trinomului); el se notează de obicei cu litera grecească A (se citeşte 
„delta”) 


Stingem trei cazuri : 
1. A >0. În acest caz vom putea descompune în factori ; 


ae (era) (aa o fara a lata a) 


ea ă 
Deci ecuaţia + at a 0 are două soluţii : 


2, Va. 
Fza 


Se obişnuieşte să se noteze soluţiile ecuaţiei prin xi şi x. Cele două soluţii se 
seriu sub formă concentrată astfel : 


„unde A = b* — dac. 


IL. A = 0. În acest caz trinomul este deja descompus în factori : 


[] 
= (x+ a) 
PX) (x ) 
Trinomul are o rădăcină dublă, iar ecuaţia are o singură soluţie, anume E 


MI. A<0. În acest caz — 3 >0, deci P(s) >0 pentru orice număr real s; 


ecuaţia nu are nici o soluție. 


discrimina — a separa. Discriminantul separă cazurile. 


Putem sistematiza rezolvarea ecuaţiei de gradul al II-lea în următoarea 
schemă. i 


Cazul 1 A>0 Ecuația are două soluţii Soluţiile se calculează cu formula 
a VA 
ar mas DIR 


A=0 Ecuația are o singură soluţie sau 
= ma= 
Cazul NI:  A<0 Ecuația nu are nici o soluție 


—0 + Vp — dac 
22 


EXERCIŢIU 


oral) Exphcap de ce 

a) dacă ecuaţia ax! + bx + c = 0 nu are nici o soluţie, atunci 
Ab —4ae<0; 

b) ducă ecuaţia are două soluţii distincte, atunci A > 0. 


Observaţii. 1) Formula de rezolvare a ecunţiei de gradul al II-lea este generală, deci poate fi 
aplicată pi ecuaţiilor In care = 0 sau e = 0 ; dar, In unele cazuri, este avantajos să lucrăm prin des- 
compunere In factori, această metoxtă fiind uneori mai rapidă. 

2) Dacă b = 20, să observăm că formula de rezolvare a ecuaţiei devine 


dacă în plus a 


Rezolvarea ecuaţiei cu formula generală este o metodă algoritmică ; ea 
poate fi programată pentru calculatoarele electronice : 
Algoritmul/de calcul al soluţiilor este următorul : 
Pasul 1. Citeşte coeficienţii a, b şi e; E 
Pasul 2. Calculează A = b* — dac ; 
Pasul 3. Dacă A < 0, serie „Ecuația nu are nici o soluţie”, STOP. 
Dacă A 2 0, continuă cu pasul 4; 


Pasul 4. Calculează x = = A. Scrie xi. Dacă A=0, serie „O singură 
soluţie”, STOP. Dacă A > 0, continuă cu pasul 5 ; 
—b+ 
Pasul 5. Calculează x: = la - Scne STOP. 
EXEMPLE 


1) Să rezolvăm ecuaţia : 
x — 107x + 1302=0. 


Să recunoaştem coeficienţii: a = 1; B= —107: ce = 1302. Deci A= 
= (107) — 4-1 - 1302 = 11449 - 5208 = 6241. 

Observăm că A > 0, deci ecuaţia are două soluţii. Aplicind formula de rezol- 
vare, obținem : 


07) + |6241 _ 107 +79 


2-1 i 2 


x 


107 — 79 7+ 79 
02270 sama ALE Basa, 


Deci xi = 3 
2) Să rezolvăm ecuaţia : 
00lx + 42x + 441 =0. 
Observăm că A = 42 — 4-001- 441 = 1764 — 1764 = 0: deci ecuaţia are 


42 
osii soluţie. anume — 3-2 = 210. 
> singură soluţie. anume 7705 Ă 
3) Fie ecuaţia x + |79x + 20—0, Să caleulăm  diseriminantul: A = 
= (79) — 41:20 79 80 = —1, Deoarece A 0, ecuaţia nu are soluții, 


EXERCIŢII REZOLVATE 


1) a) Demonstraţi că pentru orice m real, ecuaţia 
ma m It m 0 xER, 
are soluţii. 


b) Calculaţi soluţiile, presupunind m > 1. 
<) Aflaţi valorile parametrului m pentru care ecuaţia are o singură soluție. 


Rezolvare. 
a) Caleulăm diseriminantul ecuaţiei : 
Ami DD ae mem m + 2 4 am = (mi — 1). 
Constatăm că A 2 0, deci ecuaţia are soluţii pentru orice valoare a parametrului m. 
b) Să calculăm soluţiile : 
ap Ut De Vom IT am itm =], 
ji 2m 2m 


Pentru m > l.avem | m 

m = L-m 
2m 

c) Ecuația are o singură soluţie numai dacă discriminantul ei este 0. Din 


Um — 15 = 0 obţinem m = |, adică m= 1 saum = —1. 


2) Se dă ecuaţia : 
m — Am — x +m=0,xER, 
unde m este un parametru real diferit de 0. Pentru ce valori ale parametrului m, 
ecuaţia : 
a) nu are soluţii ; 
b) are o singură soluţie ; 
c) are două soluții ? 


Rezolvare. Calculăm diseriminantul : 
A = (m — 1) — dm = Am 2m + l-m)=4-2m+ 1). 


ce BEE A ! 
Discriminantul este <0 dacă şi numai dacă 2m0 1-0, adică m > ZI 


Constatăm că : 


1 - 5 
— dacă me ( e ; 3): ecuaţia are două soluţii distincte ; acestea pot fi calculate 


cu formulele obişnuite ; 


LI - i 
— dacă m = ze ecuaţia are o singură soluţie, anume —1; 


— dacă m E (= rm), ecuaţia nu are soluţii. + 
3) Aproximaţi, cu eroare de cel mult 0.01, soluţiile ecuaţiei : 
x —10x—5=0,xER. 
Rezolvare.  Calculăm discriminantul : A = 10 — 4-1: (5) > 120. Deci 
10 + |130_ 1042 


2 2 


Avem | 30 = 5.47 (cu eroare de cel mult o sutime). Deci wi 047 
şi x => 1047. 


ma = = 5 Vă. 


EXERCIŢII 


[ Numărul soluţ 


1) Completaţi tabelul 


Ecuația 


ra) 


E) 


Rapa e | 


mart 180=0 


A e aut 10 


3x + 13x—14=0 | 
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2) Aflaţi rădăcinile polinoamelor : 

a) — 14% + 24; D)X + IX + 20: 0) IS 87 + 1 0)2E +3. 

3) Rezolvaţi ecuaţiile : N 

a) 5 —9x— 0: b)3x” + Ilx — 20 =0;c)1,$x' — S,3x — 2,8 =0:4)0,11x + 0.71x+0.3 0; 
€)x — llx—81=0. 

[5] Rezolvaţi ecuaţiile : 3 

a) 10% + 20x —30=0: b) wi +2u—3=0: €) 0.1 + 0,2x —0,3=0: d) 0,0lxt + 002x— 
— 0,03 = 0. Ce observați ? 

S$) Stabiliji dacă ecuaţiile următoare au sau nu soluță și, În caz afirmativ, rezolvaţi-le : 

1) 2 —1=0:; b) mtân+s e) —x + 90x—89=0; d) W+Sa+7=0; 
e) 3x — dar 0; Dx ta+1=0:g)u —a+1=0;h)w —x— 0. 

6) Demonstraţi că pentru orice valoare reală a parametrului m. ecuaţia 2x: + mx — 13 = 0 are 
soluţii. Există valori ale lui mm pentru care ecuaţia are o singură soluție ? 


Pentru ce valori ale lui m ecuaţia 4! + ma + 529 = O ard o singură soluție ? 


Pentru aceste valori, rezolvaţi ecuaţia, . 
8) Calculaţi cu aproximaţie de o sutime soluţiile ecuaţiei : 
a) — 10x— 5=0;b)ui — 2 —2=0:0)x—2x—17=0, 
[39] Aproximati, cu eroare de ce! mult 0,001, soluţiile ecuaţiilor : 


Ia — 150; VS+1=0, 


a 
m stiind să 1 verifică ecuaţia mi — 14x + 25 = 0. Aflaţi apoi cealaltă 


10) Aflaţi valoarea n 
soluţie. 

[13] orice ecuaţie de ten 
prin Impărțire cu a. Scrieţi algoritmul de rezolvare pentru ecuaţia x + px + g = 0. 


ax + te Ocua 0 poate fi adusă la forma x + pt 90, 


4. ECUAŢII ECHIVALENTE 
CU ECUAŢII DE GRADUL AL II-LEA 


Exemplul 1. Fie ecuaţia 
xx — D= 12,x€ER. 

Să presupunem că numărul real s este soluție a acestei ecuaţii ; deci este 
adevărat că s(s — 1) = 12. Putem scrie s? — s = 12, sau s? — s — 12= 0. Aşadar s 
este soluţie a ecuaţiei de gradul al II-lea : 

X —x— 12=0,xER. 

Şi reciproc, orice soluţie a acestei cuaţii de gradul al II-lea este soluţie şi a 
x(x — 1) = 12,x E R. Cele două ecuaţii sint echivalente. 

Observaţi cum am obținut ecuaţia de gradul al II-lea 


det Piti 


din ecuaţia iniţială x(x — 1) = 12. 
Exemplul 2. Ecuația 
(x+ IP = A+ DxER 
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se poate rezolva în felul următor : observăm că — 1 este soluţie ; dacă s este o altă 
soluţie a ecuaţiei, din (5 + 1) = 35 + Isis —1 rezultă s+ | = 3, adică s = 2. 
Într-adevăr, şi numărul 2 este soluţie a ecuaţiei (verificaț Deci ecuaţia are 
două soluții : —1 şi 

Am fi putut obține soluţiile acestei ecuaţii şi în alt mod, observind că ea este 
echivalentă cu ecuaţia x + 2x + 1 = 3x + 3, XE R, sau cu ecuaţia de gradul al 
1-lea 


N — x 2=0.xER 
şi rezolvind această ultimă ecuaţie. 
Exemplul 3. Ecuația 
—9+ (+ 1 = 30 —2),xER 


este echivalentă cu 
-9+ xi +2x+ 123 — 12x+ 12,xER, 


deci cu ecuaţia de gradul al 1-lea : 
2x: + 14x —20=0,xER. 
Rezolvaţi-o! 


Exemplul 4. Fie ecuaţia 


Eliminind numitorii, o inlocuim cu : 
5x + 5)= 39x+ IxER, 
adică cu 
5x'+25=27x+3,xER. 
Este deci echivalentă cu ecuaţia de gradul al Il-lea : 
5xi — 27x+ 22=0, 


obţinute cu formulele obişnuite, sint 1 şi 


Exemplul $. Fie ecuaţia 
2-1 3x44 
xF7 xi 


Dacă înlocuim necunoscuta x prin —7, în membrul sting numitorul este O; 

la fel, dacă înlocuim necunoscuta x prin 1, în membrul drept numitorul este 0. 

Din această cauză va trebui să presupunem că —7 şi | nu sint printre valo- 

rile pe care le poate lua necunoscuta. Evident, —7 şi 1 nu pot fi soluţii ale 
ecuaţiei. 
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Ei Lt NE e i 

KE i sa ai 

1 ele Buga 'gi issa d, înmulțim ambii membri cu numărul (s + 7)( —1) 
care este diferit de 0. Obţinem (după simplificări) : Ş 


(5 —DQ5—D=0G+DGs+4), 


TA 25 — 3 — 25 + 1 = 35 + 4s + 215+ 28, 
, 9 = 285>27,=0, 3 
Asadar s este soluţie a ecuaţiei de gradul al I-lea : "mad î 
e A —x — 28x — 27=0; 
„rezolMind-o, obținem s = —27 saus = 1, d a 
ca Practic, pentru a rezolva ecuaţia 2% E zica JI = a procedăm astfel : 
— aducem la același numitor și eliminăm numitorii : 
= Dax D049): ie 
„— trecem la ecuaţia de gradul al Il-lea : i 
, —x — 28x — 27=0. că 
pe care o rezolvăm ; Le 
"0 — dintre soluţiile acestei ecuaţii de gradul al II-lea. eliminăm pe acelea care | 5 
piu chat vreunul dintre numitorii ecuaţiei Îniţiale; celelalte sint soluțiile ecuaţiei 


Exemplul 6. Fie ecuaţia 


= = A = Pentru a o rezolva procedăm ca în 


«i 

exemplul 5: >. 

Ş — eliminâm numitorii : 

ini 
i 33 — D= Ii A 
|? — uecem la ecuaţia de gradul al II-lea : ț 
E: 3 — 3=xi—x, 

=> 2% +x—3=0; = TARĂ 

3 ai 

i — rezolvăm ecuaţia de gradul al II-lea ; ca are soluţiile | şi — ie Mia 

> - 143 
„— întrucit | anulează numitorul membrului sting în ecuaţia E î E di 


ecuație are numai o soluție, anume — 2 (verificaţi 


4 Li 2 
$ ș 
7. Ecuația IE = 2 se înlocuiește cu : 


3x: + 1200 + 2), 
cu ecuaţia de gradul al Ilea 


are soluţiile —V3 şi [3 (verificaţi!). Ş 
Exemplul 8. Pentru a rezolva ecuaţia A 

regia IE RR! £ 

x+2 wa “Ş 


EA 


aducem mai intii ambii membrii ai ecuaţiei la acelaşi numitor, eliminind apoi 
numitorii : 7 


(ot 2 x 25 8, E 
adică X+2x+5x—10=8, 
sau x + 7x— 18= 


ză 
îă 
Rezolvăm această ecuaţie de gradul al II-lea ; ea are. soluţiile 2 şi —9. Ş 


Să otservăm că numărul 2 nu poate fi soluție a ecuaţiei iniţiale, deoarece 
in! euirea necunoscutei x cu 2 provoacă anularea unor numitori, Ecuația - 


272 
a» singură soluţie, anume —9 (verificaţi!). 
Exemplul 9. Ecuația 
îs a+W=a— 
este echivalentă cu ecuaţia 
mu pi Air Bah i 333 bx 
adică cu ecuaţia de gradul al II-lea : d . 
4 6x:+2=0. dr 
> 


"Aceasta nu are nici o soluţie. 


EXERCIŢII 
vaţi ecuaţiile : 
==) — 2 xi) + 1-0. 


3 Rezolvaţi ecuaţie 


+a i Dai 
a) = sa a: E 2:00 XI = st = 2) 
+ Rezolvaţi ecuaţiile + 
a Da 2 Dia e ea CDI i e a e ai 
a Da 
8) Rezolvaţi ecuaţiile : 
+a ' 2 a 2 ! 
=— == pia ia 
2 eee) ai Pl 7 7 ATĂT lu cel 3 
6) Rezolvaţi ecuaţi 
i î st2 Mae 
a Za = Le) ași aa 


Justificaţi de ce ecuaţiile următoare nu au soluții 


= = ien 2) +a 23) =0 
+! 


5. RELAŢII ÎNTRE RĂDĂCINILE ŞI COEFICIENȚII 
TRINOMULUI DE GRADUL AL HN LEA 


Să considerăm trinomul de gradul al II-lea 
aX +bă+e.cuaz0. 


—4ac este > 0, tirinomul are două rădăcini ; 
acestea se calculează în funcţie de coeficienţii a, P şi c cu formulele : 
—B — VA B+ VA 
22 - 2a 
Să presupunem acum că ne sînt cunoscute cele două rădăcini x, şi x» ale unui 
trinom de gradul al II-lea. Putem oare afla coeficienţ 
Să calculăm suma şi apoi produsul rădăcinilor : 
Zb—VA , VĂ —2b b 
2a 2a 2a 


x 


akm 


(je 


Bt Va ERE A da e, 


22 da sa a 


Putem scrie astfel : 
p = —ata + x), 


c = ax. 
Să considerâm că mai multe trinoame de gradul al II-lea au rădăcinile x: şi 
x. Dar, dacă ne alegem valoarea lui a (de exemplu, dacă luăm a = 1), atunci co- 
eficienţii b şi c sint unic determinaţi de rădăcini. 
Formulele 


Lă e 
d i mite) mp, 
a e 


poartă numele de relaţiile între rădăcinile și coeficienţii trinomului de gradul 
al I-lea (sau relaţiile lui Viăte*). 


Observaţie. Dacă se cunos suma + 3i produsul p ale rădăcinilor unei ecuaţii de gradul nl 11-k 
atunci ea este echivalentă cu ecuaţia 


Wm+po 


EXERCIŢII REZOLVATE 


1) Calculaţi suma şi produsul soluţiilor ecuaţiei : 
3% —7x— 113=0. 


Rezolvare. Ecuația are două soluţii, intrucit discriminantul ei este > 0. Fâră 
a calcula soluţiile, putem scrie : 
—013 113 


m+tw=— 


2) Fie ecuaţia : 
2% —mx—3=0. 
a) Demonstraţi că pentru orice valoare a parametrului m ecuaţia are două 


soluţii. 


b) Calculaţi (în funcţie de m): 
" — suma rădăcinilor trinomului 2%” — mă — 


* Frangois Vizte (1540-1603), matematician francez, unul dintre creatorii algebrei, s-a ocupat 
în special cu rezolvarea ecuaţiilor. 
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— produsul rădăcinilor ; 
— suma inverselor rădăcinilor : 
— suma pătratelor rădăcinilor ; 
— suma cuburilor rădăcinilor. 
Kezolvare. a) Să recunoaştem câ a = 2.p = mc =“ 3ideci AS m + 2430 
pentru orice m-real ; deci ecuaţia are două soluţii 


b) Aplicind formulele lui Vizte, obținem , 


N 
Da i i 


lu 


Apoi : 


xi op aci me (ae + x) — 2ux 


ve at = e ae) — Beresti tt x) = 
3) Fie ecuaţiile de gradul al II-lea : 
ax that =0, 
ax tie =0. 
Demonstraţi că ecuaţiile au aceleași soluţii dacă şi numai dacă : 
d du 
ab 


Rezolvare. Presupunem că ecuaţiile au aceleaşi soluţii 
Relaţiile lui Viete pentru prima ecuaţie sint 
n ei 


E i 
a a 


e 


fie acestea xi şi x, 


E i 


iar pentru a doua ecuaţie sint : 


E Ca iei 0 i 


Rezuna 2 = 


deducem că : 
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Reciproc, presupunind că cele două ecuaţii au coeficienţii proporţionali, 

34 uoțăm cur valoarea comună a rapoartelor 25, îi şi CL Atunci di = iri 
ah a 

Bi bar şi ei car. Evident r70. Astfel ecuaţiile sint echivalente, deoarece 
prima se obţine din a doua prin înmulțirea ambilor membri cu numărul 7. 

4) Un dreptunghi are aria de 60 cm? iar perimetrul de 38 cm. Aflaţi dimen- 
siunile sale. 

Rezolvare. Semiperimetrul dreptunghiului este de 19 cm : deci dimensiunile 
L. şi ! ale dreptunghiului au suma 19 și produsul 60. Formăm ecuaţia de gradul al 
II-lea ale cărei soluţii sint £. şi / : 


* — 19x + 60 = 


Rezolvind ecuaţia, găsim xi = 4 şi x> = 15 ; deci dimensiunile dreptunghiu- 
lui sint : L = 15 (cm), / = 4 (em). 


EXERCIŢII 


1) Calculaţi suma, produsul și suma pătratelor rădăcinilor polinoamelor 

a) 2% — 9% + Ii b)3A? = RA Sic) A 6 10) 3607 1 Sic) 160; 
D=9X% 4 10% — 27 

2) Formati ecuaţii de 


vadul al Il-lea ale căror soluții sint 


a) 1 şi 2: by şi Ss) li 339) Ai Sie) 
7 = Vi Vă na Pi 3 Vă Da Ama Vas — Văsi2 Vă 


3) Rezolvaţi ecuaţiile de mai jos, cunoscind cite o soluție (serisă în dreptul fiecăreia). Aflaţi și 
coeficientul necunoscut 


] 
si 3 DA pi i m) AS pi SS: 


DX omr360, ma: 
baz tm 50, mm 5% 
c)S% Bat mo, x > 0,6, 


4) Aflaţi două numere, cunoscind că au suma 337 iar produsul NOR. 


5) Aflaţi două numere pozitive, ştiind că media aritmetică a lor este 113.5, 
trică a lor este 120, 


media peome- 


6) Aflaţi dimensiunile unui dreptunghi. cunoscind că are 
a) perimetrul de 54 m. aria de 185 m! : 
b) perimetrul de 10% m, aria de 729 mi: 
c) perimetrul de 10% m, aria de 542 m'. 
7) Pentru ce valori ale lui m și n. ecuaţiile 

imi 0. 
—m+m=0 


sint echivalente ? 


8) Fie ecuaţia x! — V2x — Vă = 0. Calculaţi xî+ x] şi 2 +2, fară a rezolva ecuaţia. 


Pot fi echivalente ecuatiile : 
me + (m AR + m 0, 
(Gt m + 55 + 3m + 507 


Dacă da, rezolvaţi-le în acest caz 


6. DESCOMPUNEREA ÎN FACTORI 
A TRINOMULUI DE GRADUL AL II-LEA 


Să ne reamintim citeva exemple de descompuneri în factori ale unor tri- 
noame de gradul al II-lea : 

X+2X= Mă +2): 

XI —6=t(ă+ V(x—V6); 

X— ax +42); 

X—9X+3=(X—2P-1=(ă-Daă-—3): 

X —SX +6 =X—2X—3X +6 = MY —2)— x —2)=(%—2)(X—3), 

Metodele cunoscute se aplică mai greu în cazul în care coeficienţii sint nu- 
mere „mari”, ca de exemplu în cazul trinomului : 


41%? + 205% — 8364 


Formulele lui Vitte ne permit să găsim o metodă generală de descompunere 
în factori a trinomului de gradul al II-lea. 
Fie trinomul : 


POD =aX + bă + caro. 


Distingem trei cazu! 

1) Discriminantul A = pi — 4ac este < 0, În acest caz orice incercare de des- 
compunere a trinomului în factori de gradul 1 nu conduce la nici un rezultat. Tri- 
nomul este ireductibil. 

2) A = 0. În acest caz trinomul se poate descompune astfel 


sp Lita 
PR = a(4 - 3) 
deci se poate serie ca pătrat al unui binom de gradul | 
3) A >0. În acest caz, dacă x, şi x sint rădăcinile trinomului, atunci folosind 
relaţiile lui Vibte obţinem : 
[i : 
PUD) = a (e + ae) = atăt? — (m tă + x) = 


= a(X — x) (XE — x), 
Asadar trinomul se descompune ca produs de doi factori de gradul 1. 


10 a 


De exemplu, să descompunem în factori trinomul 
ALX + 205% — 8364. 


Discriminantul său este A = 205 — 4-41 - (—8364) = 1413 721. Deci trinomul 
se descompune ca produs de doi factori de gradul |. 


—205 + Vi 413721 _ —205+ 1 189 


s2 82 


—205 + 1 189 


32 = 12. 


Rezultă 
41%: + 205% — 8364 = AX + 17) (X — 12) = (41 + 697) (ă — 12). 


EXERCIŢII 
1) Descompuneţi în factori de gradul 1 


m) ăi — 13% 30: b)ă 4 36% + 3235 c)2X — SX— 12:0)- AX + Să —4ie)ă' 2 V2X-S; 
DX — 4% — Sp) 10X7 — 43X + 12: —2X— 102% 2 V2X 3 


2) Simplificaţi fracțiile 


XI 4 10X 39 X+X-n2 6X! —SX+1 co _X'+X—90 a 3% —7X+2 


D za pas (0 2x07 x 150 XIX 1 DX ax D275 
X:+7X—8 2xX sx 3 
ÎD 3737 Sh x x-2 


Demonstraţi că pentru orice valoare nenul a parametrului m, trinomul JAX) 
= A+ 2X + mi + | este ireduetibil 


7. ECUAŢII CARE SE REZOLVĂ CU AJUTORUL 
UNOR ECUAŢII DE GRADUL AL II-LEA 


Exemplul |. Să rezolvăm ecuaţia : 


x —6x _ : 
x—3 
Nu putem înlocui necunoscuta x prin numărul 5. Fie s o soluție a ecuaţiei ; 
i —6 5 
înmulțind ambii membrii ai egalităţii > ——5 = gg cu 35 (care este 


diferit de 0), obținem si — 65 = —S, sau si —6s+ 5 = 0. Deci s este soluţie a 
ecuaţiei de gradul al II-lea : 


x —6x + 5= 


Soluţiile acestei ecuaţii, calculate cu formulele obişnuite, sint 1 şi S; dar 


2-6 
numai prima aparține mulţimii R N |S5|. Deci ecuaţia Da = 


singură soluţie, anume numărul 1, 
Exemplul 2. Să rezolvăm ecuaţia 


Vx=6-—x. 


Să presupunem că numărul + este soluție a ecuaţiei; atunci/s=6—s. 
Pentru a putea extrage rădăcină pătrată, numărul s trebuie să fie evident 
=0. Pe de altă parte, V/s este un număr > 0; deci 6 — s > 0, adică s=6, 
Asadar s va trebui să aparţină intervalului [0 ; 6]. 

Să ridicăm la pătraf' egalitatea Vs = 6 — s; obținem s = (6 — s), sau 
si — 135 + 36 = 0. Aşadar numărul s este soluţie a ecuaţiei de gradul al II-lea 


x? — 13x+ 36=0. 


Această ecuaţie de gradul II-lea are ca soluţii numerele 4 şi 9. Dintre aces- 
tea, doar 4 aparţine intervalului [0: 6]. Putem constata şi prin înlocuire directă 
că 9 nu verifică ecuaţia Vx = 6 — x. Deci ecuaţia |x= 6 — x admite o singură 
soluție: 4 

Ce legătură există Intre ecuaţia x (6 — PF? A doua se obține din 
prima „ridicind ambii membri la pătrar sim echivalente. Mulțimea soluţiilor 
primei ecuaţii este inclusă în mulţimea soluţiilor celei de-a doua. dar nu coincide cu ea. 

De ce se intimplă apa ? Evident, dacă u = u, atunci + i dar reciproca nu este adevărată, În- 
tr-adevâr, dacă ui = vw, (u + ua - v) = 0, de unde concluzia „u = v sau ui = =", Deci, pentru ca 
relaţia 4 = + să implice 4 — w, este necesar cau și wsă aibă același semn. 


Exemplul 3. Fie ecuaţia 


Va 2+ 2 x=0. 


Putem inlocui necunoscuta x cu numere s astfel încît s — 2 = 0 (primul 
radical) şi 2 (al doilea radical). Deci s > 2 şi s = 2 adică s = 2. Necunoscuta 
x poate lua valori doar în mulțimea |2|. Observăm că 2 este soluţie a ecuaţiei. 


Exemplul 4. Rezolvaţi ecuaţia 
Vs —2+/2 


Ca şi exemplul 3, necunoscuta x poate lua valori doar în mulțimea (2]. 
Înlocuind în ecuaţie necunoscuta x cu 2, obținem o propoziţie falsă, deci ecuaţia 
nu are nici o soluţie. 


Exemplul 5. Să rezolvăm ecuaţia 


VF 2+ Ai 


Putem înlocui necunoscuta x cu numere s astfel încit + + 2 20 şi 1l—s20; 
deci necunoscuta x poate lua valori doar în intervalul [—2, 11]. 


12 


Fie s un număr din acest interval ; atunci numărul Vst 2 +. VI —s este 
pozitiv (ca sumă a doi radicali) ; ecuaţia este deci echivalentă cu : 


WF 2 + ĂI= = 


25. xE[-2:11] 
adică cu : 


x+ 2+ 2K(x+ 2X1l—x)+ 1l—x=25, x€E 


Va+20 


X)=6, xE[-201]. 
Şi această ecuaţie, atit membrul sting, cit şi cel drept sint pozitivi ; deci 
ecuaţia este echivalentă cu ; 
(x + 201 — x) > 36, xE [2:11] 


sau cu ; p x 
= + 9x— 14=0, xE[-:11]. 


Ecuația de gradul al II-lea : 
— + 9x —14=0, xER, 


are două soluţii : 2 şi 7. sie aparţin intervalului [—2 ; 11], deci sint soluţii 
ale ecuaţiei Vx T2+ Vl x= 
Exemplul 6. Fie ecuaţia = aia al IV-lea : 


+ — 27% + 50=0. 


Prin substituţia y = x" obținem ecuaţia de gradul al II-lea (în necunoscuta y) ; 
— 279 + 50=0, 
ale cărei soluţii sint 2 şi 25. Deci x” = 2 sau x! = 25. 


Ecuația x = 2 are soluţiile — V2 şi V2, iar ecuaţia x = 25 are soluţiile 5 şi $ 
Deci ecuaţia de gradul al IV-lea are patru soluţii: —5, —V2, V2 şi $. 


Exemplul 7. Fie ecuaţia de gradul al IV-lea : 


4x' + 33 —1=0. 
Substituim (inlocuim) pe x: cu y; obținem “ecuaţia de gradul al II-lea : 


4y + 3y—1=0, 


ale cărei soluţii sint wi = —1, 


Ecuația x? = —1 nu are soluţii ; ecuaţia zi 


E 
»|- 


Aşadar ecuaţia de gradul al IV-lea 
dxi + 3 —1=0 
MERE A! Și 
are două soluţii, numerele ——> şi 3 (verificaţi !) 


ELE) 


Metoda aplicată în cele două exemple de mai sus se poate folosi pentru a re- 
zolva orice ecuaţie de gradul al IV-lea de forma : 


ax + bx +e=0 
cu a 7 0. O asitel de ecuaţie se numeşte ecuaţie bipdrrară. 
Exemplul 8. Fie ecuaţia : 


XR +x= „ XERM-I.0). 


xx 
Să inlocuim pe x! + x cu y ; obţinem 


y 


E 
y 
4, 


ecuaţie ce are două soluţii : —2 şi 2, 
Ecuația x + x = —2 nu are soluţii ; ecuaţia x! +'x = 2 are soluţiile —2 şi |. 
Asadar ecuaţia 


E 4 
at E e a 
x x Za XE RN 1.0] 
are două soluţii: —2şi 1 
EXERCIŢII 


1) Rezolvaţi ecuaţiile 


Vp pol paz pe a 
x +1 e: +1 Sa Li pi 
tă pm 43. 
9) az LD Zar 
Rezolvaţi ecuaţiile 
a) WAS Vant li Va = ai VF = 2: WTF = 2: 


DVR = 6: m Wa a—3: VI Ta MI =7: Va + VI; 
E)) A+ KW ae D WoZari=s 
[35] Rezotvari ecwațiile 


a) — 21x + 1100; bi + 120 +20=0: cm — 1201 +20=0:; dat — 
eat = xi - 12=0 


1 = 


8. PROBLEME 


Multe probleme de geometrie, fizică, tehnică etc., conduc la ecuaţii de 
gradul al doilea. 
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Formule ca A = mr (aria cercului de rază 7), V = arh (volumul cilindrului 
circular de rază r şi înălțime A). P = FR (puterea în funcţie de intensitate şi rezis- 
tenţă) devin ecuaţii de gradul al II-lea atunci cînd necunoscuta este r respectiv J. 
Să rezolvăm citeva probleme care conduc la ecuaţii de gradul al II-lea. 

Problema |. Fie ABC un triunghi. Determinaţi pe segmentul BC (de lun- 
sime a) un punct M asttel incit ducind paralela MN la latura AB. aria trapezului 
ABMN să fie de 4 ori mai mare decit aria triunghiului MNC (vezi figura 1). 


[Ei 


Fig. IVI Fig. IV2 


Rezolvare. Să notăm cu x lungimea segmentului CM. Faptul că punctul M 
aparține segmentului BC impune condiţia 0 = x = a 
Din faptul că Sam = 4 * Sume rezultă că Sac Sam t Suc 5 * Su: 


leci raportul ariilor lor este pătra- 


AA 


Însă cele două triunghiuri sint asemene: 
tul raportului de asemănare : 


Sam. — 


me = (rc) 
Obţinem astfel ecuaţia : (= ) = 5 ; rezolvind-o, găsim că are două soluții : 


5 
o si aa „al/5_. prima soluţie nu corespunde (nu aparține 


intervalului [0; a]). Poziţia punctului M trebuie aleasă deci în aşa fel încit 


als 
5 


MC = - 

Problema 2. O paralelă la ipotenuza unui triunghi dreptunghic ABC taie 
laturile AB, AC în punctele M, respectiv N. Construim perpendicularele MM”, 
NN” pe BC (vezi fisura 2). Determinaţi poziţia punctului M astfel incit aria 
dreptunghiului MNN'M' să fie s. 

Rezolvare. Fie x lungimea segmentului AM ; evident 0 = x Sc. 

Segmentul MB are lungimea c — x. Din asemănarea triunghiurilor BMM 


ns 


şi ABC obținem “A =-4, adică lungimea segmentului MM! este 


MM» 
Din asemănarea triunghiurilor AMN şi ABC obţinem adică 
lungimea segmentului MN este : 
h 
Bic 200 ax _ e ah 


Asadar uria dreptunghiului MNN'M' este — .— = 5 
a e e 


Impunind ca această urie să fie s, obținem ecuaţia : 


bi 
= 
e 
sau: Dx —bextes=0, 

Aceu este o ecuaţie de gradul al Il-lea în necunoscuta x : ca poite avea 
două, una sau nici o soluţie. Discriminantul ecuaţiei se scrie A = (po) Ap eu 
= (be Abe 

Să analizăm cazurile ce pot apărea. Vom ţine seamă de faptul că p,« >u 


Pi - 
Cazul 1. Dacă + a (adică o jumătate din aria triunghiului ABC!) 


ecuaţia nu are soluţii. 


Cazul 2. Dacă » „ecuaţia are o singură soluţie : x = 


are punctul M în acest caz ? 


bi 
Cazul |. Dacă 0 < = „ecuaţia are două soluţii 
2 be 2 Mbetbe = 45) he Vb = as) 
. 2p Dita 2p i 


Amindouă corespund unor soluţii 


[i 
p ale problemei : punctele M, şi M 
(vezi heura 3), 
Ma îi ) 

Cazul 4. Dacă > = 0, ecuaţia încă 
are două soluţii xi şi x2, dar ele nu 
corespund vreunei soluţii a proble- 

my mei. Problema nu are soluţie (aria nu 
N poate fi negativă !). 
A e 


Fig. IV 
Problema 3. Afaţi laturile unui triunghi dreptunghic. ştiind că sint numere 


naturale consecutive. : 
Rezolvare. Fie x. x + 1, x + 2 lungimile laturilor triunghiului, ipotenuza 
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avind lungimea x + 2. Să aplicăm teorema lui Pitagora : (x + 2) = txt 1). 
Rezolvind această ecuaţie, obținem i = —1. x: = 3. Prima soluţie a ecuaţiei nu 
convine (nu este număr natural !). Problema are o singură soluție : triunghiul cu 
laturile de lungimi 3, 4 şi S. 


Problema 4. Demonstraţi că nu există două numere întregi consecutive al 
căror produs să fie S88. 


Rezolvare. Să presupunem prin absurd că produsul numerelor întregi con- 
secutive x şi x + 1 este 588. Deci numărul x este soluție a ecuaţiei : 
(x + 1) = 588, 
sau a ecuaţiei de gradul al II-lea 
xi + x — SB8 


Discriminantul acestei ecuaţii nu este pătratul unui număr întreg (numărul 
| 2353 este irațional). Aşadar ecuaţia nu are soluţii întregi. Obţinem o 
contradicţie. 


Problema 5. Două autocamioane pleacă în acelaşi moment intr-o cursă de 
440 km ; primul, circulă cu o viteză mai mare cu 15 km/h decit viteza celui de-al 
doilea. Aflaţi vitezele medii cu care au circulat, ştiind că al doilea autocamion i 
sosit la trei ore după primul. 


Rezolvare. Să notăm cu x şi » vitezele celor două autocamioane. Relaţia 


si ae - +40 440 
x = y + 15 este imediată. Durata călătoriei primului este de = 3 ore: 
40 : 
iar a celui de-al doilea de “ore. Obţinem ecuaţia: 
MOS m 
yr 15 y 


Rezolvarea ucestei ecuaţii se reduce la rezolvarea ecuaţiei de gradul 
al Ilea : 


Y + 15y — 2200=0, 


ale cărei soluţii sint yi = —S5, > = 40. 

Prima soluţie nu convine (viteza nu poate fi negativă !). Vitezele celor două 
autocamioane au fost de 40 şi respectiv 55 km/h. 

Problema 5. Un tablou are dimensiunile de 30 cm şi 40 cm. Tabloul îm- 
preună cu rama are o suprafaţă de 2184 cm . Aflaţi lăţimea ramei. 

Rezolvare. Fie x (cm) lăţimea ramei ; atunci tabloul inrămat are forma unui 
dreptunghi cu lungimea de 40 + 2x cm şi lăţimea de 30 + 2x cm, adică avind su- 
prafaţa de (2x + 40X2x + 30) cm?. Obţinem lăţimea x a ramei rezolvind ecuaţia 

(2x + 40X2x + 30) = 2184. 
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Acceptăm o singură soluţie : x = 6 cm. 

Problema 7. Doi conductori electrici legaţi în serie au rezistenţa de 15 ohmi, 

iar legaţi în paralel au rezistenţa de 3 ohmi. Aflaţi rezistenţa fiecărui conductor. 

Rezolvare. Se ştie că după legarea în serie a doi rezistori ce au rezistenţele 

„* (ohmi), respectiv y (ohmi), ansamblul lor are rezistenţa x + y (ohmi) ; după 

x: E pi a 

i » adică 2- ohmi. Cunos- 

cînd suma şi produsul numerelor x şi y, le putem afla rezolvind ecuaţia de gradul 
al II-lea 


legarea în paralel, ansamblul are rezistenţa 


R— ISR+45=0. 
Cele două rezistenţe sint de aproximativ 4,1 respectiv 10,9 ohmi. 


Problema 8. O lege a fizicii afirmă că un corp aruncat pe verticală (în sus), cu 
viteza iniţială v m/s, se va afla după 1 secunde de la aruncare la înălțimea 


w— AP ; în această formulă g este „acceleraţia gravitaţională” determi- 


n) 


nată de atracţia Pămintului ; valoarea ei este de aproximativ 10 m/s. Aflaţi 
după cit timp de la aruncare corpul se va afla la înălțimea de 100 m, dacă a fost 
aruncat cu Viteza iniţială de 45 m/s. 


Rezolvare. Va trebui să rezolvăm ecuaţia : 
100 = 454 — se 


în necunoscuta t ; obținem soluţiile 1; 4 şi p = $. Deci corpul se va afla de două 
ori la înălțimea de 100 m : prima dată, în urcare, după 4 secunde de la aruncare ; 
a doua oară, în coborire, după S$ secunde de la aruncare. 


PROBLEME 


1) Dintr-un punct aflat la 50 m de centrul unui cerc se trazează tangentele la acest cerc. Aflaţi 
distanţele pină Ia punctele de tangenţă ştiind că raza cercului este de 30 m. 

2) Dimensiunile unui dreptunghi de arie 6320 cm: sint exprimate prin două numere naturale 
consecutive, Aflaţi aceste dimensiuni 


- 
Orice patrulater are 2 diagonale. Orice pentagon are 5 diagonale. Orice exagon are 
9 diagonale. Puteţi stabili cite diagonale are un poligon cu n laturi ? Cite laturi are un poligon ce are 
un număr de 170 de diagonale ? 

4), Aflaţi numărul real a, stiind că punctul Ata ; a) aparține graficului funcţiei / : R — R, 
A 

5) Intr-un apartament, două camere-au aceeași suprafaţă, anume de 16 m:. Una dintre camere 
are lungimea cu | m mai mare, iar lăţimea cu 0,4 m mai mică decit cealaltă. Aflaţi dimensiunile 
fiecărei camere 

6) Aflaţi rezistențele a doi rezistori, ştiind că legaţi In serie au rezistența totală de 20 ohmi, iar 
legaţi în paralel au rezistenţa de 4.8 ohmi. 


Dintr-o bucată dreptunghiulară de tablă 'zincată, avind suprafaţa de 8000 cm: s-a tăiat 
o bucată de 1600 cm!. Aflaţi dimensiunile bucății iniţiale, ştiind că bucata rămasă are forma unui 


pătrat. 
u8 


LUCRĂRI PENTRU VERIFICAREA ÎNSUŞIRII 
UNOR CUNOȘTINȚE DE BAZĂ 


LUCRAREA 1 


1) Rezolvaţi ecuaţiile : 


XM =0; se —l 9 + 6x+1=0. 


17 + 42= 


2) Găsiţi rădăcinile trinoamelor : 
X + 13X — 30; 2% — 3X+ 0,5. 


3) Formaţi ecuaţiile de gradul al II-lea ale căror soluţii sint 
Si —8:;7şi —7:3şi IR:4şi0, 
LUCRAREA a Il-a 


1 Descompuneţi în factori ireductibili trinoamele 
A+ I7N + 72: 2N2 — 27% + 13, 


2) Simplificaţi fracțiile : 


20 3A ra 
3) Produsul a două numere întregi consecutive este 210. Aflaţi numerele. 


4) Două numere au suma 13.7 iar produsul 46,8, Aflaţi numerele. 


CAPITOLUL V 
EXERCIŢII ŞI PROBLEME 


1. EXERCIŢII ŞI PROBLEME SUPLIMENTARE 
D Ştim că 1 = 1.024, Care este inversul lui -7 ? 


2) Fie numărul u „Scrieţi pe ui !, sf, ui? sub formă de fracţie, 


Le 4, E 
i SPeiveze DE Scrieţi E, apoi pa sub formă de fracţie. 


4) Aflaţi numârul intreg m care indeplineste condiția : 


: CIC 


523-110 
Sh Oli e capat EX 


Pet rezitatete obținute în forma standard, 
6) ANaţi lungimea a (vezi fig 1) 
or 7) Triunghiurile dreptunghice din figura 2 sint asemenea. 
Fa VI Aaţi a, b şi c. 


Fie v2 . 


7 
7 


[; 

| 

| 

| 

[+ 
Fig V3 Fig. V4 

11) Simplificaţi : - 

Va VIFI e E VI Po Va 72. 


12) Caleulaţi  Voa și VWI26. Caleulaţi apoi Ve și | VI1296. Ce observați? 


13) Știind să pătratul inscris in cercul de rază 1 are laturile de lungime V2, aflaţi lungimea 
octogonului regulat înscris în cercul de rază 1- 


14*) Fie 1 lungimea laturii poligonului regulat cu n laturi Inscris In cercul de rază |. Aflaţi fin În 
aneste de le (vezi figura 4), > 


15) Planeta Jupiter este de 5,203 ori mai depărtată de Soare decit Pâmintul şi are diametrul de 
11.06 ori mai mare decit diametrul Pămintului. Aflaţi distanța de la Soare la Jupiter, apoi volumul 
_ planetei Jupiter. Ştim că raza medie a Pămintului este de 6 300 km. 


16) Ce valoare trebuie să aibă rezistorul K din circuitul desenat în figura S pentru ca rezistența 
totală a circuitului să fie de 341) ? Cu putea fi inlocuit circuitul În acest cuz ? 


17) Ce valoare trebuie să aibă rezistorul R din circuitul din figura 6 pentru ca rezistența totală 


Fig. V.S Fin. V6 
18) Rezolvaţi sistemul : 


6751x + 3249y = 26751 
i 3249x + 6751y = 23249. 


valoarea parametrului m astiel incât 1 să fie soluție a ecuației: . 
(2 mu - S-ar =. 


20) Rezolvaţi ecuaţia : 
1 U E Sta 


XXI 2x+2 EEE +6 


21) Aflaţi valoarea parametrului a astfel incit ecuaţia (4 — x) — ax + 12 = 0 să admită soluţia 2, 
Fi 


22) Împârţind numărul a la 113, obţinem câtul c şi restul 11. Împărțind numărul a la 108, cîtul 
este din nou c, dar restul este 41. Aflaţi numerele a şi c. 

23) Exercitind o forță de / N asupra unui resort, el îşi măreşte lungimea cu A(/) cm. Știind că 
alungirea este direct proporțională cu forța și că la o forță de 60 N corespunde o alungire de 24 mm, 
reprezentaţi grafic funcţia / : [0: 80) —- R care descrie dependenţa alungirii de forță. Ce forţă pro- 
voacă o alungire a resortului de 14 mm ? 

24) Două automobile pleacă în același moment unul spre celălalt din localităţile A şi B situate 
la distanța de 440 km. Viteza automobililui care pleacă din A este de 60 km/h. iar a celui care pleacă 
din B de S0 km/h. Exprimaţi distanța dintre cele două automobile în funcție de timpul 1 scurs 
incepind cu momentul plecării ; luaţi / E [0: 7). unde cu T notăm timpul necesar automobilului 
plecat din B pentru a ajunge la destinaţie. + 


25) Care număr trebuie adunat împreună cu 15, 21, şi 18, astfel incit să le ridice media 
aritmetică cu 1,5? 


26) Determinaţi valorile lui m şi-n, ştiind că polinoamele P(X, Y) = SXY + mAY — AY 4 2XY 
şi QU, P)= — AY + 3XY + 2XY + nX'Y au aceeași formă canonică. 
27) Fie Q(X) = 44" — BA" — 9 + 1. Calculaţi Q(2). Descompuneţi In factori, 


28) Fiind date polinoamele PAX) = A" — 2aX + ai şi O(N) = X' — (da + DX + af, determinaţi 


valoarea lui a astfel incit A(2) = 002). 


29) Arătaţi că polinomul PAX) = A” — a” se divide cu X — a, oricare ar fin = In N. 


Puteţi afla citul ? 
30) Arătaţi că dacă AI + x) = AL — x) pentru orice x E R,atunci polinomul PX) = X" + aă + | 
este pătratul unui binom. 


31) Determinaţi a, b, e ştiind că polinomul : 
PX) > 2MaX + b) — 3MpY + 26) + AX + 1)+ atX — 1) + bare forma canonică 3X! — 7X + 2 


32) Determinaţi a, b, c astfel incit polinomul PX) = 12X' — 404 + 27X — S să poată fi scris 
sub forma PLX) — IMaă + pă + ch 

33) Descompuneţi in factori polinoamele : AX) = 2X' — 4X + 2. AX. D= AY +22 Y, 
RA. D= AF + XP + WAY. apoi polinomul S(X, P = PX) — 0%, N - RAD, 

34) Descompuneţi în factori polinomul X” — 6X'Y + 12XY — RY 

35) Descompuneţi în factori AX, P)= Xe XY + 2y +a 

36) Descompuneţi în factori ireductibili polinomul PX) = ( 


37*) Fie polinoamele AX) = X' + 4X' — a, QIN) = A? — X — 2. Determinaţi valoarea lui a 
astfel incit cel mai mare divizor comun al polinoamelor P și Q să fie un polinom de gradul |. Am 
putea cere ca acest cel mai mare divizor comun să fie de gradul ÎL? 


— SA + AA + 74 + 12). 


38) Pentru ce valori ale lui s. trinomul X' + sX + 36 este produsul binoamelor a) X — 3 și 
X— 12;b)X+4şi X+ Ss x 57 


39) Simplificaţi fracțiile raţionale : 
S%X — 4% —1 e ez sr +10 5X = Uă + 2 
b) x î ca E) - 

sx=s r=o DP FII X—2 
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40) Simplificaţi 


a) XZ-4YZ—21Xr147 o XYxr+ ri x-i 
AXE pia xr= x : 
2 + 16X — 18 A+ 20 + 5% + ax — 12 
E) E) ă - 
X+s5x-—6 +a i x=6 
41) Simplificaţi : - 
n) DOO DEI rr ărn-2 - 
X-a ! (+ ANA +A+3)r2 
42) Efectuaţi : * 
1 1 SA 4 20 1 ! 
nd TE. 9 AAC 2727 lila - ea fut -2=0 0 Id x E le 
(ao Ai rl Be o ripezi e tepata 
xy XP rr! Yz x 
43) Efectuaţi inmulțirile 
2X+1 ne 16X — 25 6X+9 AX =) ex 
E) - z3 E) a e) == . - 
XI ax [EX E a: 3 TEI) 
44) Efectuaţi impărțirile : 
RF Ar Xi= A PRE si (pt) :(-): 
imp ți i DD aaa x Olav] (AY 
45) Scrieţi ca fracţie rațională, apoi simplificaţi : 
(2X + SNA + 2 5 SES 
16X —9 [ 1! 
+ - 
.) ax F10 dl a oa e) îi 
a 3x X=I 
1 
ş EET 23 
XrY 


46) Dacă 2X? + 3X — 5 = (X — aX2X — Ph atunci: aa > po libha lb 
c)a = 1, b = —S. Cum este corect ? 


(47) Rezolvaţi ecuaţiile : y A 
a) x — 0sâx — 0,12 =0;b) 7% + 25 —12=0;c)(3— 20) — 360; d) + 1=0: 


m -x-1=0. 
48) Fie polinomul X' — 3X* + 2X. Puteţi găsi un număr real a astfel incit valorile polinomului In 
a — Lia să fie egale ? 
49) Formaţi o ecuaţie de gradul al II-lea ce are ca soluţii pe : 
EM 1 2 Pip aa 
şi A și Zic) 2 şi Sia)a—VITsia+ 
Dai zis Sida si pia Vi?sia LALă 


50) Formaţi o ecuaţie de gradul al II-lea ce are soluțiile : 
a+b a-b 
+ Bşia—bib)akbşi i 
mat bsia-bibhatbsi Dig: SI 
so Fie ecuaţia ax! + bx + e = 0, despre care ştim că are soluţiile xi şi x:. Formaţi ecuaţia de gra- 
i 1 1 
ul ai i-lea ce are ca soluții pe : a) —xişi = i b)2w si2w sc) +2 210) si Le 


! (GP 1 ecuatia 2 — ma + 36 = 0, determinaţi pe m astfel Inctt x = xi. apoi astfel Inch x; = xi 
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53) În ecuaţia x? — 8x + m = O, determinaţi pe m astfel incit : 


] 
a) > 3ni iba = — Di 6) 3 4 3. 


4+x _ + : 


(34) Arătaţi că ecuaţia Ta 7 a mare cel puțin o rădăcină reală, oricare ar fi m ER 


55) Fie ecuaţia x! — 10x + m + 3 = 0. Care este cea mai mare valoare a lui m pentru care ecuaţia 
are soluții ? Rezolvaţi-o în acest caz. 


56) Ştim că graficul funcţiei (x) = ax + b — a trece prin punctele A(1 ; 1) şi (3 : 1). Trece oare 
acest grafie şi prin punctul CHA ; 5)? 
(57) Fie propoziţiile : 
a) (2x + 3) = 16: b)(2x + 39 = 2020 + 6) + 8 :ch(20 + 3) = 2x20 +6) +9: 0)20a + 12 + 
+ 4) = (2x + 3) Una este întordeauna adevărată, alta ete adevărată doar pentru două valori ale lui 
x. Indicaţi-le ! 


54) Numerele a, b şi c sint diferite intre ele. Poate avea ecuaţia (1 — a) + (x — b) + (x —c) =0 


soluţii reale ? Scrieţi ecuaţia de gradul al II-lea echivalentă cu ea. Arătaţi apoi că (a + b + c) <a + 
+ pi + )sicâ ai + bi + c > ab + be + ac. 


59) Rezolvaţi ecuaţiile : - 
at = 107 2aibh(at 5) = Ma 2) + 30009 +a) x) 40907 +) 100; 
SI metz, <a U 
Sg 9x02 Ta 2 
60) Rezolvaţi ecuaţiile (in care m este un parametru real) : 


m —3mx — dm = 0ibh 2 m — sex — 4 =9— m :4) 


EI) 


61) Rezălvaţi ecuaţ 
u)m — 5% +4 =0;b)25x' — 2000 +4=0:c)xi —x 
ex + Va > 12: Din —4=x—4 


— 12 =0:d)6x + | 2âx 740 =70; 


62) Arătaţi că oricare ar fi m. n. p cu m % n, ecuaţia 
(m — n + An php m=0 
are soluții. Ce se întimplă dacă m = n? 
63) Fie ecuaţiile 


ax + ta + Opiai +2 ta +2=0, 


Arâtaţi că dacă ecuaţiile au o voluţie comună, atunci această soluție este 1. Rezolvaţi ecuaţiile în 
ucest caz. dacă este posibil 


64) La un turneu de șah. fiecare participant a jucat o partidă cu toţi ceilal 


Șuiind că au avut 
loc 45 partide, aflaţi numărul participanţilor 


65) În arhivă filmele se păstrează în interiorul unor cutii metalice cu diametrul de 30 cm, 
infăşurindu-se pe role avind diametrul de 3 cm. Ce lungime poate avea o peliculă de film pantru 
„încăpea, infăsurată, intr-o cutie ? Grosimea peliculei este de 0,1 mm. 


66) Decupaţi. dintr-o bucată de tablă triunghiulară, o bucată dreptunghiulară de arie 
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2. EXERCIŢII ŞI PROBLEME RECAPITULATIVE 


1 Caleulaţi za) (—1) + (0 PI DD 3 BD O (eo 
2) Rezolvaţi ecuaţia 3 


A+ Dra Dat DD 4 (+ 100) = 15050. 


2 Arâtaţi că numerele 2 + 2șij? + V2 + V2 simt mai mici decit 2. 


4) O tonă de nisip umed ocupă un volum de 0,2 m!. iar o tonă de pietriș ocupă un volum de 
240 dm!. Un autocamion este încărcat cu 3m' de nisip umed, iar alt autocamion cu pietris, cintărind 
cu 4q mai puţin decit nisipul din primul autecamion. Care autocamion transportă un volum mai 
mare de materiale de construcție ? 

5) Demonstrați că pentru orice n E N, numerele 2 - S”! + 1 şi 27! - S* + 1 nu sint prime, 

6) Pentru confecționarea unei cămăși cu minecă lungă se folosesc 2 m de pinză, iar pentru o 
cămaşă cu minecă scurtă doar 1,5 m de pinză. Un croitor are o bucată de pinză de 53 m din care vrea 


să confecționeze cit mai multe cămăși. Cum trebuie folosită bucata de pinză, astfel incit să nu râmină 
material nefolosit ? Dar dacă este permis să râmină un rest de material nefolosit ? 


7) Cite numere naturale de 4 cifre au cifra miilor egală cu 6 iar cifra zecilor egală cu 3 ? Che din- 
tre acestea sint divizibile cu 2 ? Dur cu 9? Dar cu 4? 


B) Găsiţi toate numerele naturale de 4 citre care sint divizibile cu toate numerele naturale mai 
mari decit 2 și mai mici decit 21 


9) Daţi exemple de perechi de numere reale a și b pentru carea) lat bl lal+lbli; 
blakbi=ial-Ilbiidie-bislal-18l 


10*) a) Numerele naturale x. y și 2 sint numite piragoreiee dacă x! + y = z?. Găsiţi uripletele de 


numere pitagorice ce nu una dintre componente numărul 4. 
b) Suma a 7 numere naturale consecutive este 126, Care sint numerele ? 


<) Suma a x numere naturale consecutive este 22x + 2 ; care sint numerele ? 


11) În magazia unei uzine se află oţel de două tipuri : unul conține 4 nichel, iar celălalt, 250; 
nichel, Din aceste două tipuri de oțel trebuie să se obțină un aliaj care să conţină cel puțin 10% nichel 
şi cel mult 154 nichel. Între ce valori trebuie să fie cuprins raportul cantităților de oțel ce intră în 
aliaj ? 

12) Un pieton pleacă din localitatea A la ora 9 şi 15 minute şi ajunge in localitatea B la ora 10 și 
6 minute. La ce oră trebuie să plece din A un biciclist a cârui viteză este de 3 ori mai mare decit viteza 
pietonului, pentru a ajunge în B inaintea acestuia ? 


13) Media aritmetică a 80 de numere este 47,5. Două dintre numere sint 101, respectiv 43. 
ANaţi media aritmetică a celorlalte 78 numere. 


14) O conductă poate umple rezervoarele unui petrolier in 15 ore, o alta în 20 de ore, iar o a 
treia în 30 de ore. Aflaţi în cit timp pot fi umplute rezervoarele petralierului dacă toate conductele 
sint deschise simultan 


15) Un grup de tineri face o plimbare cu o barcă cu motor, pe un lac, parcuriind 2a km. A doua 
zi. cu aceeași barcă, grupul face o plimbare pe un riu, parcurgând a km, apoi se intoarce imediat ina- 
poi. Aflaţi care plimbare a durat mai mult timp. 
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16) Directorul unei intreprinderi află de existenţa a două inovaţii. Una determină O creştere a 
productivităţii muncii cu 10%, iar a doua cu 20%. Directorul apreciază că prin aplicarea simultană a 
celor două inovaţii productivitatea muncii va crește. 

Cu cit va creşte productivitatea muncii ? 


17) Două cercuri exterioare unul altuia sint situate în interiorul unui al treilea cere, mai mare. 
Fiecare dintre aceste cercuri este tangent celorialte două iar cele trei centre sint pe 0 acecași dreaptă. 
Afaţi aria interioară cercului mare dar exterioară celor două cercuri mici. Se cunosc razele celor 
două cercuri mici. 


4 (3) Găsiţi o funcţie al cărei grafic să fie segmentul AB. unde A(2 ; —S) şi B(S ; 2). 


19) Demonştraţi că triunghiul ale cărui laturi satisfac relația 


= D este isoscel, 
20) Caleulaţi : (V3+ 1 + (V3 — 1 3 3 Var Va, 
21) Descompuneţi în factori polinomul : 
W+P+Z+MA+DUA+DWY +2. 
22) Efectuaţi : 


XPr=I 
123) Fie funcţia /: R — R descrisă de f(x) = x. Arătaţi că oricare ar fi numerele reale a şi b, 
avem : 


nad + Ab) =A22). 
2 2 


24) Ştim că Sai — 13ab + 6b' = 0. Aflaţi raportul 


25*) Demonstraţi că dintre toate dreptunghiurile cu același perimetru, pătratul are aria cea 
mai mare. 

26) Un poligon are 4850 de diagonale. Cite laturi are poligonul ? 

27) Rezolvaţi sistemele : 


[| 
s 
3 


! 
3 7 rW=2W==6 parasi, 

[2 [ee ce Ss biele 00 LI biele 
= 


28*) Pe ecranul unui automat de examinare a cunoştinţelor apar $ întrebări, la care lonică tre 
buie să răspundă prin „da” sau „nu”. Ştim că : a) prima şi ultima întrebare au răspunsurile contrare ; 
b) a doua şi a patra au același răspuns : c) sau prima, sau a doua intrebare are răspunsul „da” ; d) 
dacă răspunsul la a patra este „da”, atunci răspunsul la a cincea intrebare este „nu” ; e) ln a treia In- 
trebare răspunsul este „da”. Ce răspunsuri trebuie să dea lonică pentru a obţine nota 10? 


1) Privi 
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3,9 
74 + 25+ + ap = 100 
Puteţi scrie numărul 100 folosind, la fel ca mai sus, doar o singură dată fiecare cifră, astiel încit în 
scriere să apară și radicali ? 

2) Fie numerele naturale impare 1, 3, $ şi 7. Calculaţi suma lor. Calculaţi suma numerelor 1, 3, 
,7.9, UI, apoi suma numerelor 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. Ce observați ? Puteţi spune care este suma nu- 
merelor 1, 3, $, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, fără a efectua adunările ? 

3) Priviţi 1 

P=2+3+a; 
s=3+4+5+6+7. 


'men al sumei din membrul drept ? Dar 


Puteţi continua ? Completaţi 19 = ... 
cel mai mare ? 


4) Arâtaţi că: 


— Vu 


$) Este adevărat că V2 + /3 aproximează pe m cu eroare de cel mult 0.0057 
Dar cu eroare de cel mult 0,001 ? 
6) Fie egalitatea a = b. Deci d = ab, de unde 
a boa 
Descompunem cei doi membri În factori 
ta — Bla + B) = da — bb, 
de unde a + b = b, sau (ţinind seamă că a = Pb) 2b = b. Avadar 2 = 1. Unde este greșeala? 


s 
7) Verificaţi că 4 — 2-2» 9 — 2-33 Completăm în ambii membri cite un pătrat 


perfect : 
3 ă 
aura (3-a 3 (2) 
AA (22525) 
Ss Ss 
de unde 2-2 Z + adică — „ Unde este greşeala ? 


4) Care număr este mai mare : 
a) 7 200, 908, 2203, 22%, 2222, 2222 sau 2222; 
b) 9%, 999, 99% sau 999 7 
9) Priviţi : 
da! + Bi) +) ax tb) + day bi) i 
te+b +++ 2 
Puteţi scrie produsul (ai + pi ++ dir + 


ax + by + ez) + (ay — ba) + (hz — co) + (ex — az) 


> + P) ca sumă de părate ? Dar de patru pătrate ? 
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s: 


o. 
2x-2=0: 


Rezolvaţi ecuaţia K' — 2 + Vi —x—2=0. . 
11) Arătaţi că dacă x + y = 2,atunci ri +y >2şix +y >2. 


12) Ce formă are patrulaterul ale cărui virfuri sint punctele de intersecţie ale dreptelor : 


x—y—2=0,x—y+2=0,x+y—2=0,şix+yt+2=07 


13) Descompuneţi în factori : 
20 — ab + 4ac — bi — be + 2 


14) (După -Aritmetica” lui Diotant — sec. IIL) Aflaţi două numere, știind că suma lor şi suma 
pătratelor lor sint legate intre cle. Să presupunem că suma lor este a zecea parte din suma pătratelor 
lor. Fie x numârul mai mic, iar el mai mare fie 2 : atunci suma lor este x. iar suma pătratelor lor 
este Se. Deci 3x trebuie să fie a 10-a parie din S!. Care sint numerele in acest caz ? 


15) (Problemă veche chineză — inainte de sec. III.) La mijlocul fiecărei Jaturi a unui oraş de 
formă pătrată există cite o poartă. La 20 bu (unitate de lungime) spre nord de poarta nordică se află 
un atilp. Ducă de la poarta sudică ne deplasăm cu 14 bu spre sud. apoi spre apus cu 1775 bu, stilpul 
devine vizibil. Ce lungime are zidul oraşului ? 


16) (După Bhaskara — matematician indian, sec. XII.) Niste maimuțe se distrează ; din tot cir- 
dul. o optime la pătrat se caţără prin copaci. iar 12 strigă toate-odată în virful colinei. Ce maimuțe 
erau în cind ? 

17 (După „Liber Abaci” a lui Leonardo Fibonacci, sec. XIII.) Un țăran a cumpărat 30 de 
păsări cu 30 de monede : pentru $ potirnichi a plătit 3 monede, pentru un porumbel 2 monede, iar 
penuru fiecare pereche de vrăbii cite o monedă. Che păsări de fiecare fel a cumpărat ? 


18) (După „Culegerea de probleme” a lui Chuguet — anul 1484.) Un zidar s-a înţeles cu un 
jran săi ridice casa în 30 de zile . in fiecare zi in care lucrează să citige S scuzi (monedă veche fran- 
ceză) iar în fiecare zi în care nu lucrează să plătească ţăranului 6 scuzi. La capătul celor 30 de zile casa 
e terminată ; zidarul a muncit i s-a odihnit în asa fel incit a ciştigat 18 scuzi. Aflaţi cite zile a muncit şi 
cite s-a odihnit, 


19) Iepurele alb spune că pisica minte. Pisica spune că Alice minte. Alice spune că iepurele alb 
pisica mint. Cine minte și cine spune adevărul ? (După Lewis Carroll.) 


20) Două rachete se indreaptă una spre cealaltă. prima cu 9000 km/h, a doua cu 21000 km/h. 
Ve decolează din două puncte situate la o distanță de 1317 km unul de altul. Care este distanța din- 
tre rachete, cu un minut inainte de ciocnire ? (După Martin Gardner.) 


4. OLIMPIADE ŞI CONCURSURI 


Textele problemelor au fost parțial modificate. 
1) Se consideră ecuaţiile x! — 4x + 3 =0şix' — (ai + IX + 3a = 0, unde a este un numar real, 
Pentru ce valori ale lui a ecuaţiile au o soluţie comună ? 


(Olimpiada 1973) 
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, în care coeficienţii a. P şi e sint numere reale. 
P2 = 0 şi A-= 18. 

6. descompuneţi polinomul în factori : determinaţi apoi 
tru care fracţia FL) Pa este. ireductibilă. 


(Olimpiada 1974, jud. Iași) 


3) Arâtaţi că polinomul AX) = 4 + a — A + Za! se divide cu A” — aX + ai upoi rezolvi 
A = 


i 
(Olimpiada 1974, mun, Bucureşti) 


4) Arâtaţi că polinomul X + aă” + bă + c ve divide cu X + aX + b numai dacă c = 0. 
A (Olimpiada 1974, mu. București) 
5) Fie polinomul P(X) = 4% + 4% al 


a) Aflaţi citul şi restul împărțirii lui PIX) ln 20 X, 
B) Care dintre următoarele afirmaţii sint adevărate, oricare ar fi «CR: Pa) 0: Pa) = 


PA) >0? 
e) Pentru ce valori ale lui x CR valoarea PAx) exte cea mai mică posibilă 7 Care este această va- 
toare? 
(Olimpiada 1975, mun. București) 
ba PE EP ; ps; 
6) Fie ecuaţia —z + Ia 7: Care dinure numerele sin 2 ; PS; 1+ V2: 4 sin 


30 sint soluții ale ecuaţiei 7 
(Olimpiada 197% , mun. Bucuresti) 


207 
700900 pi 9 tam două mimmane potilive, arătetiLali, Sai 2 Ea Arâtaţi că dacă 


In aceleaşi condiţii, arătați că cea 


xy = k, atunei cea mai mare valoare a produsului xy este s 


mai mică valoare n lui x + veste 3 
4Olimpinda 1975) 


E) Armtați că dacă xy si xy pe atunci tie 2p tsi — paşi 
m ps ap 2p, 


(Olimpiada 1975, jud. Bistriţa-Năsăud) 


9) Se dă tracţia 


6 
Ea) 
e) Pentru ce valori ale lui x, numărul F(x) este intreg ? d) Pentru ce valori ale lui x avem Ax) > 27 


Olimpiada 1975, jud, Bistriţa-Nasă ud) 


a) Arbtaţi că AX) = » b) Pentru ce numere reale x, fracția este definită în x? 


10. Fie polinomul AX) = A” — 2X — 5 


SD 


10 Dacă polinomul X' + dai? + 6pă + decăt 
arătaţi că primul este un pătrat, iar al doilea cubul unui binom. 


12) Pentru ce valori ale lui a, b, c polinomul AX) = 12%" — 40X' + 27X — 5 poate fi scris 
descompus AX) = (3X — IMaX! + pă + e)? Aflaţi rădăcinile polinomului 


(Concurs treaptă 1976, mun. București) 


seu e 


(Concurs treaptă 1976, jud. Constanţa) 


<>» Descompuneţi în factori (X + Y + 


18) Fie Matte. AM bi tera” și RU) = eX tat PX, 
unde a + her Osiahe0. 
a) Arâtaţi că polinoamele PLX), Q(X) și RLX) dau același rest la Impărțirea cu X — 


b) Arâtaţi că polinomul PLX) + Q(X) — 2R(X) se divide cu X — 1 
<) Aritaţi că polinomul PX) + Q(X) + RUD nu se divide cu X + 
(Olimpiada 1977, mun. București) 


E) 
15) Rezolvaţi ecuaţiile : n) —9x' + l6x — E =0:b) 


=0 (arzi. pro), 
(Concurs treaptă 1977, jud. Dolj) 


16) Rezolvaţi ecuaţia * 


(Concurs treaptă 1977, jud. Arad) 


17 a) Arâtaţi că polinomul AX) = X — 
0 A — 25 RMN 2 


b) Folosind eventual rezultatul de la a), simplificaţi fracţia 


— 6% 4 AX + R este divizibil cu polinoamele 


(Concurs treaptă 1977, jud. Neamţ) 


18) Reprezentaţi grafic funcţia Ax) = x definită pe [-2 : 4] apoi aflaţi coordonatele punctelor 
de pe grafic care au abscisa egală cu ordonata. 


(Concurs treaptă 1977, jud. Vaslui) 


19) Simplificaţi fracţia 


(Concurs treaptă 1976, la) 
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— 


inaţi valoarea lui m astfel incit ecuaţia să admită 


(Concurs treaptă 1976, jud. Brăila) 
ncţia /: R — R, descrisă de 


pă | x — 2 pentru x E (ae: 1). 
x + 1 pentru x E [ 
(Concurs treaptă 1979, mun. București) 


22) Rezolvaţi sistemul de ecuaţii - 


Za 39 _ 2 x, 12 
s EI Posay 


(= SP — 039 = d — 9 ta) — 48. 


(Concurs treaptă 1979, mun. București) 
23) Rezolvaţi sistemul de inecus 


2x < 43 —6. 
atacati. 


(Concurs treaptă 1979, jud. Prahova) 


24) Se dă ecuaţia : 


n) Pentru ce valoare a lui a ecuaţia are soluţia 4 ? 
b) Pentru ce valoare a lui x ecuaţia în a are soluţia S? 
(Concurs treaptă 1979, jud. Constanţa) 


25) Fie / și e două funcţii liniare. 
a) Determinaţi funcţiile, suind că : 
Ax e ate — DD 20 14 
şi fak D= 2atx — 1) = 6x — 18 pentru orice x E R. 
grafic funcțiile flu) = 2x 3i (x) > — 2x + 8, apoi aflați coordonatele punctu- 
două grafice. 


b) Reprezenti 
lui de intersecţie a cel 


(Concurs treaptă 1979, jud. Arad) 
26) Fie polinoamele P(X) = X — 3X + 2 şi GUN) = X + 3X + 2. Arătaţi că PAQ(X)) se divide 


cul +3ă +. 
î (Olimpiada 1977, jud. Dolj) 
P 27) Se dă polinomul PIX) = X* + mă — 7X + nX + p. Determinaţi m, n, p astfel incit P(X) să 


se dividă cu X —1,.X — 2si X — 3, apoi rezolvaţi ecuația Plx) = 0. 


(Olimpiada 1979, jud. Timiş) 

28) Un triunghi isoscel are perimetrul de 160 m. iar baza este cu 20 m mai mică decit oricare 
dintre laturile egale. Aflaţi lungimile laturilor. 

(Concurs treaptă 1980, jud. Dolj) 


29) Determinaţi parametrul m astfel incit polinomul 2X* — mă” + X" — 7 să dea restul 4 prin 
împărțirea la X + 2 


(Concurs treaptă 1980, jud. Dolj) 
1 


30) Numerele reale x. y, a şi b verifică relaţiile : x + 2 =y+ a, xy = B. Ce relaţie există 


» 


între a și h? 


(Olimpiada 1979, mun. București) 
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INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 
Pag, 3. 3) 16% 4) S7le/kg. 6) 2,75: 1464; —5.92: 0,7. 7) —26, 25; —41958. 
Pag. 4. 3) Suma diferă cu | de puterea 2%. $) a) Suma diferă cu (3) de 2; b) Suma diferă cu | 


( 2) da 2. Puteţi generaliza ? 
Pag. 5. 4) Nu este adevărată dacă a 1! 


. ip 2y 
Pute 6-a) 303) 9) (3 30%: (3 £ = 


. E 
pa. 7 Dies (o: o (3: o am. 2 umisen: o) cas: o oaaoti 
d) 91125, 
"Pau. 8. 1) a) 576; b-c) 1000. 2) a) 2%; b) 3; c) 2. 4) a) 1215,50 lei (1); b) 1215,50625. 


5) 2488 cm. 7) a) —ha'b ; d) —a; f) a”. 9) Nu. Are volumul de E = 3,375 ori mai mare. 


10) 904 kg 0) - 
Pag. 10. d) i e) 1944. 


Pap. 11. 5) a) Numarul (3) are proprietatea că (Sa Dar si mumarul 


4 
are proprietatea că Ei at 0 ie 


4) 430)9c)2x; d) 25. 


Pag. 12. 1) a) —SI2: 8) 1; c) 6.75. 2) Doar trei, dacă 7 -l şi x 1.3)a) (-3) 
23- yo 

d(3); v2(0a):. 
Pag. 13. a) 5- 10:06) 3: 10';d4)3- Teja: Ss. 3 


Pag. 14. £) a) 047 ; b) 0.12: c) 0,169 ; d) 0365 : e) 0,12. 3)a) 01 - 10; 890,54 - 107. 
10%. 3) Aproximativ de 335000 ori. 6) 520 secunde. 
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upunem că a = b. 5) d)[a:a + 2:e)la— l-ati] 
rar l-a: a], 


7 a) 
E, 


Pag. 17. /) a) fals; b), c), d) adevărate. 3) a) 1. 2, 3 şi 4.4) Dina < bşi u >0 rezultă d < ah. Din 
a< bsi b >0 rezultă ab < pi. 


> 12: 3) sau X= 3] = (3; 3], 9)a = Ssip=9, 


Pag. 18. 3) Doar d) este falsă. 4) a) (2: 4]; b) ( 


Dido 3: 
(1, 3; 4, 2]. 6) Intervalul semideschis [5: 9), 


Pag. 19. 3) În acest caz a - b. 4) Intersecţia este [a: +=), iar reuniunea este b: +=e), 6 a, a. 
aut fea. 


Pag. 19, /) Nu, deoarece | + 
10,09; 1.01) 240.009: 1.0003 1. 


2.13 pi —2.13. 2) a) (4: 


2) (2:49 300; 233003; 1,09 


Pag. 22. /) 0,28571..; poate fi aprosimat de exemplu prin 0,285 prin 0,286 mu prin O2RSI! 
3) nu; nu: nu: da. 4) a) x sau x = 5,5. 5) De exemplu media aritmetică 3,145, 7 Comparaţi pe x cu 
media aritmetică 32355. Dacă x = 3.2355, atunci 3.226 aproximează pe x: In caz contrar extremitatea 


13 
3.245 îl aproximează pe x. 8) Înure 27 şi 33 ml. 9) Prin 10 sau 100 


| Pag. 24. [) da: nu. 3) Corecte ! 


Pag. 26. 1) a) 0.3: b) 72: c) 333... d) —249.. 
orice număr real. 4) O singură soluție : 14472. 5) e) 


2) m > —10: nu. 3) Ecuația are ca soluţie 
2 ] 

îi D200: îş- 9 d) Dacă mo, 
dacă m = 0 şi a 7 0, nici o soluţie; dacă a “m = 0, orice numâr real este 


o singură soluţia 
soluţie. 7) Pentru a 


j Pag. 27. 2) Sint concurente. 
Pag. 29. 1) c) x=0,5; y=02:; 2) d) r=-l,. €) Soluţia este [5 
2719 
1: iz) 
? 
E) (3: o (3: z): Eeă d) (430459; e) (60; 36) 


60 a (ELA 


Tip 20) (225;32);5) 6; 0 (3: ') 


Pag. 31. 7) că (zi 


vaio: n (- .) 


cf 24,5 -., 17,5 cm, 22,5 cm. 3) BM şi BP au lungimea 


= 
DE, 4) 253 kg, 14 ke. 5) 81,16, 3:45, 15 în 33 min. 


respectiv 300 min. 
Pag. 38. 2) Nu. De exemplu, IPP srl VE 


Pag. 38. 3) a) 5430; d) 4îd:e)lal VII: p Vii: m) aibV28. deoarece Pb = o 


= E + 
1). Sav2a, deoarece a20! 5) a) 3042= V1800: b) — 15. 6)a)3: d) şi: 0) Vab. 


75Vă, pp AMO, a pă Vas e Na i: 


Pag. 40. 2) a) — 6 


28 + 7V> 
35 


se foloseşte apoi tabelul. Rezultat 9,65. 


D223: 4) c) Se raţionalizează mai întii numitorul: 4(|2+ 1 


Pag. 41. 2) Sa: 4 abia: Dia blat: m d. 30) Va 
p VIZEI. a2a03:; 9 V3a. 3e) Va: p n Ş 


Pag. 42. 1) e) 2+ at V2. 3) a) este pozitiv iar b este negativ dar au pătratele egale. Deci 
a = —B. 4) a) Soluţia este x = V2, y= 1; b) Soluţia x = V2,y= 1. 


Pag. 47. 8) Doar / și 


Pag. 50. 1) a=-—S. 3) Graficele sint drepte paralele. 6) Graficele sint semidreple. 


3) a) Ax) > —14x + 24; b) pix) = 2 + 2; e) Nu. Da)T=20+ za a fiind adincimea În metri, 


tar 7 tempeatura în “CC. 


Pag. 53. 5) g(x) = 2 — 4x. 6) fa) = x — dx + 7.4) Nu. 


Pag. 56. 4) b) 44 ohi 


Pag. 87.3) X—X—X—2X+4 


Pag. S8. /) a) —4X%: b) 2:09 sw. 


= 
i 

2) a) Cătul X + 2, restul — 1; B) citul 3X + 9, restul 47: c) Restul 0. 3) a) Citul X — |. 
restul 2; by Citul X — X+ 1, restul 0. 5) Citul la prima împărțire este impărţitorul la cea de-a doua, 
8) a) XV PX; B) SX+ 2Y: c) Citul 2X + 3Y. restul 4YX + 2. 9) a) —67X + 
DB) —6Xr + 2%. 


Poe. 60. 1) a) F-zr 2: p) 3042 


Pag. 63. 1) a) Nu; b) da; c) da: d) nu: e) da; ) da. 3) m = 44. 


A 
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64. 1) e) XA E + 2X + IX + 2X + 1; LD AC DE ++ 
++ — 4, X —2= 00 — VENX+ VI — 4x14, XP +8= 
VI x — V2x+ Va)şi +10 ZX + DE + 


+ Va. Pia) şi Ota) sint egale pentru orice a; de fapt avem același polinom, scris în 
două | ferite. 
2 40 
Pag. 65. 1) a) rest —9; b) rest 3; c) rest —9; e) rest —14/4) CE e pe ie pla 
vestul =2 = 
Pag. 65.3)a) —3, —Isi3;b) —23i 2:06) —11şi 3. 


Pag. 66. 2) c) (dx — nă+ (6X + D6X + 4). 3) a) 9% + 30% + 25; b) 9A — 60% + 
+10. 4) a) Wr 0: p) 0% 5) a) (7% — AX + 4) B) (AX — INS + Sh e) WSX— 
ANS + 9). 67 pp XA = Va xx Vă 0 MEN VI +. 


2 
2 e) tă = IX + IA = AD 3) = VIW e VIN Va o) VAN + Văă+ 


+ 2Vâ), 


1 i netă 
Pag. 67. 1)a)(2X as e ext o pp 200 12 ox| a) Ea) 


Pap. 68. /) a) (X — 3XX + 20 By (X + IX — 29:79 (3% — IMA — 2. (00 — IMA — 200 + 
FIX — 12); 8) XIX TANA 376); A Der A — CE i) da 
DX = 20 200 = IX e IX — 2X 42700), 


Pap. 69. 1) a) (XA: DA BA BR CD 0 ANN LB dr Sr) 
€) AYAN Ya); (XE a + 32) a) (XR A PB) E + 
PA A PA A AF + PR 0) GX — 27 d) XE = MAX — Pi e) Or — 4%) 
(07 + 4%); p BX — AO + I2ă 7 + 167). 3) a) Ar INT Pra Pr + 
FAX PX DB) (X— YWX = ZX + Y+ 2 00% a DX +a — ph d) (a + hi) 
WEP) e) (XE — DOE +AY — Ya) Completaţi piră la un pătrat perfect: (4 + 39%) — (2%). 


Pag. 71. 2) a) X+X:B)X+ lic) 2743 d 20) X—2:pX— a) A+2:mpX—2. 
ba) Ă = BOX P.S) —X + | nu se divide nici cu X — 1, nicicuX + 18% +X+ nu 
se divide nici cu X + 1, nici cu X + 2, 


Pag. 72. 2) a) X' — 4X + 3 su 2%: — 8x40. b)X + 3X + 5: e) Sint prime între ele; g) XI + 
FAX m X-L 


„Pag, 74. 2) O aXX — BX == Wat bt oX + ah + ae + be —abe. 3) a) XX — 
4: DB) MA — Sc) UE + Ii d) (3 + 227% + 8); e) MAX — 1) 5) BX + XX, 


Pag. 76. 1) c) AVă)es 


aproximativ 5,1. 2) a = —54. 4) a) —4X + Xb)—X + 1. 
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Pag. 78. 2) a) 2 


g BXX—n 
E Zr ci 
Pag. 80. 2) a) 15) -Hia —2;qj —S:0)0. 
Pag. 82. 2) a) 5: d) i 
Xa 9x +2 F i 
Pag. 85. 2) c) xi 500) AP TE e 
Pag. 86. 2) a) 0; b) 
a 3 x 
90. a) IX + Pic) 

Pag. 90. 3) b) 90) IX Pi: 0) TIPI 
DAI. a 4) Transtormaţi mai Intl: în fracţii raționale, apoi simplificaţi-le 
pe cit posibil ! 


3) Toate, 5) b) Nic o valoare. 
..— 

Pag. 96. 2)5)3i/) nu au soluţii : kJ Dacă a = 9, atunci are soluția 0 ; dacă av 9 . nu are soluții ; 1) 

nu are soluţii: m) Dacă m = 0, atunci are soluţia 0: dacă m 7 0, ecuațin are două soluţi 


9hWosi iza 5) a) Soluţii —26 și 24: c) nu are soluţii: d) o singură soluție: — 


s) soluții —V2 şi —V5: 1) ducă m = n, o singură soluție! 4) Indicaţie: analizaţi posibilitățile 
a 0;a%0.9) Obținem ecuaţia |2/ = 1; mproximaţi soluțiile ei! 


Pan. 101. 2) a) 2 și 12; b) —2 mi — 12. 4) Ecuațiile au aceleași soluţii; ce puteți deduce ? 
6) Nu. 7) m = —92 sau m > 92, 0) Folosiţi tabelul de la sinitul manualului. 10) m = —9ia doua 
soluţie este 25, 


Pag. 105. 6) c) nu are soluţii. 8) a) 3 V3pi3 + 5: - 4 iasi 4+ 2: d) e 
singură soluţie : 2. 
mei tm=3 | 
ș | 
-3. 9) Du, pentru m = 


Pag. 109, 4) Folosiţi relațiile lui Viere, după caz. b) o > — 


4) 311 și 26. 3) 192 si 75. 7) Pentru m = 2 sim = —4-8)34ă 
X+ 3 
Pap. 101. 2) D153 i » 


negativ doar pentru m % 0. Pentru m = 0 trinomul este reductibil ! 


3). Diseriminantul este 


Pag. 114. 1 a) Soluţii 2 şi Zic) nu are soluţii 


Ei 
1) o singură soluție : 2; kJ 1: 1) 6. 3) a) Patru soluţii V10. = Vii: d) nu are soluţii. Ă 


2) nu are soluții. 2) B) Nu are soluţii: 


min 


Pag. 118. 1) 40 m. 2) 79 şi RO cm. 3) diagonale : 20 taturi. 4) 


EI 
5) 4 m şi 4 m: Sm şi 3.2 m- 6) 12 şi ohmi, 7) 80 cm și 100 cm. 
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—3:b)m= 3: 


şi 0.142 + 10'%0.1776 - 10. 6) a = „adică aproxima- 


iv 12em. 7 a = Bu 310. e = 20. 8) Îmare 22016 3i 2,36054. 9) 34 em, adică. aproximativ 


5 cm. 10) Negativ ; pozitiv. 71) 2. 12) 2 34 aproximativ 33. 13) pă 2100) indicație. 


ȘI Aplicaţi teorema lui Pitagora celor două triunghiuri dreptunghice neusemenca din fig. 3: fu 
Va IV. 15) Volumul este de aproximativ 0,14 - 10” km. 167 R 2 3 ka; circuitul 
ue fi Talocuit prin rezistorul R. 17) 0,5 ki- 18) Adunâm, apoi scădem cele două ecuaţii: Soluţia 
Pie (3: 2). 19) m = —7. 20) Soluţii: orice număr real diferit de —1. 2] a = S- 23) 35 N. 
25) 24. 26) m = 4. n = 6. 27) OU) = (XX — 2X2X — 3X2ă + 3). 202 —3. 29) Citul este 
3 i 
pri + ai NI at ax ta". 30)a = —2-3a=7.b = 3se=4.32) Trebuie sa P (+) =0: 
324,0 20 = 5.39) R2 PA — DAY — 1 SA = D240 = 2. 3) + Y—2XX+ 2. 
36) AUX — IMA — AUC e IMI + 4). 37) a = —3 sau a nu. deoarece in acest caz ar trebui să fie 
Q. 38) a) s = —15: b) s = 13; c) pentru nici o valoare, (2) 
X=X+ 


d) SX — 1.400) 2z 7) E [7] 
. 2 
;) Este de preferat să notim X —1 = Y EI 
X+ x) 12X + 16 
pac "02 RR LA „ET 


13)a) [3] cp XE 4 XY 40) a) 
ax ] 3 3 
45) a) : pp ic) 2.46) Corect c), 47) a) —0.2 și 0,6: d) —43i pi) 3 și 
E] Z 7 2 
E i RULE £ 5 ES E A 
Zi Dl zid 4) a = 1 sua = 2. 99)a)x xtro 
sau 160 — 16 + 300) +2 pa hi fe aia n 0; dx — 8-10. 


12 
50) a) x — 2ax + d — bi = 0. SDajax - ha + e 0; B)ax + 2ba + de = 0; c) ax + (b — dat 


det + + a 0.52) m = —12sau m = 12; m > 0. 5i)a)m = 12;b)m = —li 


p + le = 24) 
ke pax 
c) m = 15, 54) Notăm y = 


„de unde x = ecuaţia de gradul AL Ilea 


II 
P — my — 1 = 0 are diseriminantul pozitiv, oricare ar fi m real. 55) m = 22; soluția 5. 56) Nu. 


38) Nu. Prima inegalitate se deduce din faptul că discriminuntul este negativ. 
—3 şi 3: e) soluţii $ şi —2. 60) a) Soluţii —m şi 4m: b) soluții —m -1 si -m il: 
[i 


37) e) si a, 
59) a) Soluţi 


„1 şi 2 d) e soluție: 9; e) o soluție: 3: 4 si 5: 


d) o singură soluție : - 51) a) Soluţii — 


3 


i 1 2 a 
62) Diseriminantul se poate serie 3 (m — m (n pt E (p — mi. deci nu ponte fi nezativ. 


uţia comună, atunci x este soluție a ecuaţiei (ax + 3x a + 1) tax + ZA + a + 2j= 
+ 1 nu poate fi soluție a primei ecuații, orice valoare ar avea parametrul d. Presupu- 
comună este deci falsă. 64) Dacă p este numărul participanților, numărul 
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partidelor jucate este 2.10 participanţ 


Lungimea celei de a n-a înfăşurări este 


mativ (3 + 2n - 0.I). Încap aproximativ 2700 infășurării 
m. 66) Tâiaţi bucata mai intii paralel cu o bază. Determinaţi 


Pag. 125. 1) a) 0; b) 1. 2) 100. 3) Numerele sint pozitive. Comparăm pătratele lor cu 2. 4) AL 
doilea este incărcat cu peste 3,5 mi pietriș. $) Indicaţie : arătaţi că numerele se divid cu 3 ! 6) 34 
cu minecă scurtă şi | cu minecă lungă ; la fel, sau 35 cu minecă scurtă. 7) 100 numere ; 50 nu- 
mere ; 12 numere : 20 numere. 8) Nu există astfel de numere naturale : ele ar trebui să fie divizi- 
bilecu 16-9:5:7+11 -13-17-19.9a)a=b=l;a=1,b= —lc)a BL 10)a)+y = 160 
posibil doar dacă x = 0, y = 4. Rămine x! + 16 = yi, care se mai scrie 16 = (9 — A) (9 + +). Obser- 
vaţi că apar doar posibilităţile y — x = 1,y— x = 2şiy x =4:P) 15, 16, 21 :c) Dacă a 

ete primul număr, obținem că x(2a + x — 43) = 4, de unde x = 1, x = 2spu x — 4 Cazul x = 

este banal. Cazul x! = 2 nu convine. Numerele sint 21, 22, 23 și 24. 71) Înu 


- şi 1. 12) Cel tirziu la ora 9 şi 49 minute. 73) Aproximativ 47. /4) În 6 ore şi 40 minute. 15) Plim- 


7 2 
Parea pe stu. 16) Nu, ci doar cu 32%. 17) 2: 18) p [23 5) = Rae 2 x 9. 19) Relația. 
se sere PD DUO 008: 56: 308.2 + + aa (Ir 2) , 


abe 


(PI 


24) Imparțiți cu pi: 3 sau 2. 25) Notâm cu x lungimea unei laturi ; atunci aria va fi „(2 :) = 


2 
mn — 3) 
2 


1+ 2 x; aria este maximă atunci cind x Z 25) Numărul de diagonale al unui poligon cu n 


laturi este 3.100 de laturi. 27) a) (2: 5): b) (16:25) :c) soluţii (23 1) și (23 — 1). 20) da, 


nu. da, nu, nu 


Pag. 126. 1) 1 + $ + 87 45 + VA. 4) Ridicaţi ambii membri la puterea a treia. 5) Du ; nu. 6) Nu 
corect să simplificim cu a — b! 7) Extrâind radicalii, nu este corect să neglijăm modulul ! 8) 22% şi 
9.9) Desfăcind parantezele. este sumă de 16 pătrate ! Cele 4 pătrate sint (ax — by — cz — di. bu 
+ ct — dz), daz — bit ex 4 dy) si (ar + bz — ev + dx). 10) Primul nu are soluție : al doilea şi ecuaţia au 
soluția 2, 17) Deduceţi că dacă x + » = 2, atunci xy = 1. 72 Este un pătrat. 13) (2a + b + 2ch(a— B+ e), 
15) 250 bu. 16) Două soluţii : 16 stu 48 ! 17) 10 porumbei şi 20 vrâbii ; găsiţi si alte soluţii ! 70) Doar pi- 
sica nu minte. 20) S00 km. 


Pag. 128. /) Prima ecuaţie are ca soluții | sau 3. Pentru a = -1,0,2sau 3.2aja = dc = 9, 
$ > 658) pentru m 7 0 şi m 7 1. 3) Citul este X + 2a. Ecuația are o singură soluţie, —2a. 4) Citul este X. 
! 
73 Valoarea minimă 
este 1. 6) Doar primele tri ! 7) Formaţi o ecuaţie de gradul al Ilea avind ca soluţii pe x şi pe v. Discriminantul 
ei ete =0 19) a) Simplificăm cu 2AE + 4X + 8; P) pemmu «7-1: c) pentru x 7,4, 3, 20,235 


restul c. 5) a) Citul este 2X + X. restul este 1 : P)a treia :c) pentru x = 0 sau 


d) pentru nici o valoare a lui x ! 70) a) Resturile sint 0 ;p) 11) Anulaţi restul împărțirii. 


X-a 


Rezultă a = p = e = 


= 1, pătratul find (A? + 2% + 1). 12 =4.p 


12, = Si adăcinile dn 
si 03) 300 DIE 200 4 0 19) 0) Restul este a + B+ e PP 0 - 2RXD - AD 
+ OU) — 2R0) = 0: €) AI) + Q-1) + RD = (a + B+ A + 
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PA 2x 
0) si a: D19) e 
4m + 4 = 0, de unde m = 2. 22) Soluţie (10; 6). 23) Nu are soluţii. 
a = —9; b) pentru x = —3. 25) a) A) > 25 0) = 2 trib) 

E + 3X + 230 3X + 2) + 2: ciul este A + 34 
; rădăcinile polinomului sint 1, 2, 3 şi —3. 28) 60 m, 60 m și 40 m. 


20) Scriind că diserimi- 


TABELUL RĂDĂCINILOR PĂTRATE ŞI CUBICE 
ALE NUMERELOR NATURALE MAI MICI DECÎT 100 


55 
n Va Pn n La * Wn 


] 1.0000 1.0000 si 71414 3.7084 
2 1.4142 1,2599 s2 721 3,7325 
3 1,7321 1,4422 s3 7,2801 3,7563 
4 2.0000 1,5874 sa 7.3485 3,7798 
s 2.2361 1.7100 ss 7,4162 3.8030 
6 2,4495 1871 s6 7.4833 3,8259 
7 2,6458 1.9129 s 7,5498 3,8485 
Ei 2.8284 2.0000 sa 7,6158 3.8709 
9 3.0000 2.0801 s9 76811 3,8930 
3.1623 2,1544 60 7,7460 3.9149 
J 
3.3166 si 7.5102 3,9365 
3.4641 62 7.8740 3.9579 
3,6056 sa 7.9373 3.9791 
3,7417 ca 3.0000 4,0000 
3,8730 6s 8.0623 4.0207 
4.0000 66 8.1240 4,0412 
1231 67 R.IRSA 4.0615 
4,2426 [i 3.2462 4,0817 
4.3589 69 R.3066 a016 
4472 70 3066 41213 
4,5826 2.7589 Li] 8.4261 4,1408 zi) 
4,6004 2,8020 72 8,4653 4,1602 
4,7958 2.8439 73 8,5440 4,1793 
4,8990 2,8845 74 8,6023 4,1983 
5.0000 2.9240 75 1.6603 4.2172 
5,0990 2.9625 76 R.7178 4,2358 
5,1962 3.0000 7 1.7750 4.2543 
5.2915 3.0366 73 BR3IR 4,2727 
5,3852 3,0723 79 8.8882 4.2008 
5.4772 3.1072 80 1.9443 
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Cap. V Exerciţii si probleme 


Exerciţii și probleme suplimentare 
reiţii și probleme recapitulative 
Probleme deosebite. Curiozităţi . 
Olimpiade şi concursuri. 


[N 
a 
a 


=: 


Indicaţii si răspunsuri 
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